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Resumo

No século XX tivemos um consideravel avanco sobre o entendimento for-
mal do significado das modalidades. Os trabalhos de Jénsson, McKinsey
e Tarski na década de quarenta permitiram a construcao dos resultados de
completude algébrica para os sistemas modais. Estes resultados, porém, nao
receberam a devida atencao. Na década de cinqlienta, Kripke propos uma
semantica interessante para estes sistemas. Tal seméantica, hoje conhecida
como semantica de Kripke ou seméntica dos mundos possiveis, causou um
grande impacto no ambito da filosofia analitica. Os artigos escritos por
Lemmon na decada de 60 tém por objetivo apresentar uma sintese destas
duas seméanticas. Um interessante resultado mostrado nestes artigos é que a
completude seméantica pode ser deduzida de resultados algébricos por meio
de um teorema central. Um dos resultados mais surpreendente e interes-
sante do trabalho do Lemmon € o teorema da representacao. Esse teorema
de representacao para a légica modal tem como conseqiiéncia a conexao
entre o ponto de vista algébrico e o ponto de vista da semantica dos mun-
dos possiveis (ou semantica de Kripke). O objetivo inicial do presente tra-
balho era estender este mesmo resultado algébrico para os sistemas da classe
“G™MmP?” proposta por Lemmon e Scott nas “Lemmon notes”. Argumentare-
mos que as semanticas algébricas para as légicas modais podem servir de
base para respostas as diversas criticas direcionadas ao desenvolvimento da
l6gica modal. Mostraremos, por fim, como que a semantica algébrica, sendo
uma semantica que nao usa o conceito de mundos possiveis, pode ser con-
siderada 1til por defensores do antirealismo modal.



Abstract

In XX century we had a considerable advance on the understanding of the
formal meaning of modalities. The Jonsson, McKinsey and Tarski works
in fourties enabled the construction of the results of algebraic completeness
for the modal systems. In fifties Kripke proposed a interesting semantic for
these systems. Such semantics, today known as possible world’s semantics,
or Kripke’s semantics, caused a great impact in the context of analytical
philosophy. Articles written by Lemmon in the decade of 60 are supposed
to present a synthesis of these two semantics, the algebraic semantic and
the possible world’s semantic. One interesting result shown in these articles
is that the semantic completeness can be inferred from algebraic results
through a central theorem. One of the most surprising and interesting results
in the paper of Lemmon is the theorem of representation for modal algebras.
This theorem of representation for the modal algebra is as a result the
connection between the point of view and algebraic point of view of the
semantics of possible worlds (or Kripke’s semantics). The initial objective
of the present work was to extend this same result for algebraic systems of
Class G™™1 proposed by Lemmon and Scott in the “Lemmon notes”. We
argue that the algebraic semantic for modal logic can serve as a basis for
answers to the various criticisms directed to the development of modal logic.
We’ll show, finally, that the algebraic semantics, as a semantics that does
not use the concept of possible worlds, may be deemed useful by supporters
of modal antirealism.
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Introducao

A 16gica modal é o estudo de determinada classe de sistemas légicos que
sao caracterizados por abrigarem em sua linguagem um ou mais operadores
de modalidade (ver An Introduction to Modal Logic [HC96] prefacio). Esses
operadores qualificam assercoes sobre a veracidade das proposicoes. Uma
assercao P verdadeira pode ser qualificada modalmente da seguinte maneira:
(i) “P ¢é necessariamente verdadeira” (ii) “P é possivelmente verdadeira”
ou (iii) “P é verdadeira”. Tal modalidade recebe o nome de “modalidade
alética” (Aletéia - aAnfeia - significa verdade em grego), ou seja, diz re-
speito ao modo como a assercao é verdadeira. Podemos ainda utilizar out-
ras modalidades (nao aléticas) como por exemplo “deve ser o caso que P”,
“acredita-se que P”, “sempre foi verdadeiro que P” ou “é demonstrivel que
P” (cf. Enciclopédia de Termos Ldgico-filosdficos [JB06].

A formalizacdo das modalidades nao-aléticas dé surgimento aos diver-
sos tipos de légicas modais correntemente conhecidas. Temos, desta forma,
uma riqueza de interpretacoes a respeito dos operadores modais. A riqueza
e a diversidade conceitual de tais interpretagoes resultam em um poderoso
método com conseqiiéncias bem acentuadas em disciplinas como a filosofia
da linguagem (“semantica dos mundos possiveis”), matematica construtiva
(l6gica intuicionista), fundamentos tedricos de computacao (1égica dinamica,
légica temporal e 1égica de programagao) e teoria das categorias (seméantica
dos feixes). Paralelamente, temos ainda, um incremento do estudo de modal-
idades com motivagoes mais matematicas. Assercoes como a de que certa
proposicao “é demonstravel na aritmética de Peano”, ou “é verdadeira lo-
calmente” etc. podem ser tratadas modalmente de acordo com certos sis-
temas como o GL (cf. Modalita e Multimodalita [eCP00]). Tais sistemas sao
interessantissimos uma vez que sua semantica possui propriedades muito
particulares.

O grande desafio para os estudiosos e pesquisadores da logica modal no
século XX foi encontrar a semantica que melhor se adequasse ao significado
intuitivo das diversas modalidades. Em 1959 Saul Kripke, baseado no que



ele considerava uma idéia de Leibniz, propos uma “semantica dos mundos
possiveis” (hoje também conhecida como “seméantica de Kripke”)(cf. A com-
pleteness theorem in modal logic [Kri59] e Semantic analysis of modal logic
I. Normal modal propositional calculi [Kri63]). Porém, outros trabalhos e
projetos foram propostos com intuitos e resultados tdo importantes quanto
os citados como por exemplo Some Theorems about the Sentential Calculi
of Lewis and Heyting [Tar48b]. Bull e Segerberg, dois importantes autores
em légica modal, citam trabalhos e fontes alternativas sobre a semantica
para as logicas modais em Basic Modal Logic [BS84]. Neste mesmo texto
([BS84], temos ainda uma afirmacao muito interessante que motiva o pre-
sente trabalho. O trecho mencionado é o seguinte:

“A particularly interesting paper with implications for modal
logic is Boolean algebras with operators [Tar51]. If it had been
widely read when it was published, the history of modal logic
would have looked different” (Basic Modal Logic [BS84] pg. 9).

O artigo citado de Jonsson e Tarski trata de uma classe de dlgebra que
mais tarde foi usada por Lemmon ([Lem66]) para obter resultados de com-
pletude algébrica de alguns sistemas modais. Podemos entao presumir que
Bull e Segerberg estao defendendo que, se as semanticas algébricas para as
légicas modais fossem levadas a sério desde o inicio, teriamos entao uma
outra historia para as légicas modais. A grande questdo que surge dado
este ponto de vista é a seguinte: teriam os filésofos contemporaneos al-
gum interesse pela logica modal formalizada, se sua semantica nao fosse
uma semantica dos mundos possiveis e sim determinada por uma classe de
algebras? Nao teria a légica modal, caso sua semantica mais importante
fosse algébrica, se tornado apenas uma area pouco importante ou lateral
da matematica? O presente trabalho pretende defender uma proposta em
favor da orientacao de Bull e Segerberg; pretendemos argumentar que as
semantica algébrica para a légica modal nao tirariam o brilho das modal-
idades enquanto instrumento filoséfico. Tal defesa partird da idéia de que
temos duas maneiras de olharmos para as légicas modais. Podemos ilustrar
estas “duas maneiras” de olharmos para tais légicas com o seguinte texto de
Boécio:

“Peco-te, portanto que agora me digas se achas que o acaso
existe realmente e, caso exista, em que ele consiste. “Apresso-me
a cumprir minha promessa e abrir-te o caminho que leva dire-



tamente a tua patria. Ora, essas questoes, embora seu entendi-
mento seja tutil desviarao um pouco do nosso caminho, e temo
que tais desvios te fatiguem e talvez até te impecam de percor-
reres até o fim o caminho reto.” “Nao”, disse eu, “nao tens nada
a temer, pois essa serd para mim uma ocasiao de refrear minha
inquietude e de me instruir sobre temas que tanto me interes-
sam. Cada ponto de tua argumentacao me parecerd irrefutavel,
e nenhuma das conclusoes sera posta em duvida.” “Vou entao
satisfazer o teu desejo”, e logo comecou da seguinte maneira: “Se
definirmos o acaso como um acontecimento produzido acidental-
mente e nao por uma seqiiéncia de qualquer tipo de causa, longe
de consentir na defini¢do, considero essa palavra absolutamente
desprovida de sentido, salvo a significagao da realidade a que ela
se refere. Com efeito, se Deus obriga todas as coisas a se do-
brarem as suas leis, onde haveria lugar para o acaso? Nada pode
ser feito a partir do nada: esse é um axioma cuja verdade jamais
foi contestada, embora os antigos o fizessem principio, nao do
principio criador, mas da matéria criada, isto é, da natureza sob
todas as suas formas. Ora, se um fato se produzisse sem causa,
poderiamos dizer que ele surgiu do nada. E, se isso nao pode
ocorrer, também o acaso, tal como o acabamos de definir, nao
pode se produzir.” “Mas qué!”, disse eu, “nao hd nada que possa
ser chamado de “acaso” ou “acidente”? Ou existird uma outra
realidade, que escapa a compreensao dos homens, a qual possam
corresponder essas palavras?” Ela res-pondeu: “Aristételes, a
quem eu tanto amo, nos fornece na sua Fisica uma definicao ao
mesmo tempo breve e préxima da verdade.” “E qual é?”, per-
guntei. “Ele diz que toda vez que uma acao é realizada com um
determinado fim, mas algo além do que estava sendo procurado
acontece por uma razao ou outra, isto se chama acaso, como
por exemplo quando alguém cava o solo para fazer um plantio
e encontra ali um tesouro que estava escondido. Pode-se crer
com certeza que isso aconteceu fortuitamente e, no entanto, o
que ocorre nao provém do nada; o acontecimento tem causas
préprias, cujo conteido imprevisto e inesperado parece ter sido
produzido pelo acaso. Pois, se o agricultor nao tivesse sulcado
o solo e o0 homem que colocou ali seu dinheiro nao o tivesse es-
condido no local, o ouro nunca teria sido descoberto. Tais sao
portanto as causas desse ganho fortuito que resulta de uma série
de circunstancias e nao de um agao intencional. Com efeito, nem



aquele que enterrou o ouro nem aquele que revolveu seu campo
agiram com a finalidade de que esse ouro fosse descoberto; mas,
como eu ja disse, acontece, por uma soma de circunstancias, que
um revolveu a terra justamente onde o outro havia escondido o
ouro. Podemos portanto definir o acaso como um acontecimento
inesperado, resultado de uma somatdéria de circunstancias, que
aparece no meio de agoes realizadas com uma finalidade precisa;
ora, o que provoca um tal conjunto de circunstancias é justa-
mente a ordem que procede de um encadeamento inevitavel e
tem como fonte a Providéncia, que dispGe todas as coisas em
seus lugares e tempo.””

(Boécio, A Consolagao da Filosofia, V. 1)

A questao inicial do texto de Boécio acima (o acaso realmente existe?)
é central em um discurso sobre uma logica que trate do necessario e do
possivel (ou seja, a légica modal). A resposta negativa a esta indagacao
nos leva a pensar as leis da natureza a partir da auséncia de acaso e, por-
tanto, o conceito de necessidade como algo intrinsecamente ligado a toda
e qualquer realidade, sendo assim um conceito inevitavel a toda filosofia
que se aventure a pensar a realidade. A resposta positiva traz consigo a
idéia de que os mundos possiveis podem se proliferar ad infinitum. A ex-
isténcia do acaso nos leva a pensar as meras possibilidades como objetos
igualmente factiveis com relagao aos meros acasos. Dai, a questao sobre
a existéncia do acaso é indubitavelmente uma questao sobre a existéncia
de mundos possiveis. E bem conhecida, no ambito da filosofia analitica,
a idéia de mundos possiveis e o papel que esta idéia desempenha em dis-
cussoes sobre a necessidade e a possibilidade. A resposta apresentada no
texto acima e atribuida (no préprio texto) a Aristételes mostra que este
filésofo foi muito cuidadoso com tal questao. O acaso, segundo tal resposta,
seria apenas uma aparéncia de acaso. Este conceito se evidenciaria apenas
quando as causas dos fatos estivessem ocultas ou fossem ignoradas. Por-
tanto, seguindo este raciocinio, percebemos que, segundo o texto citado
acima, o acaso nao existiria metafisicamente. Sua existéncia seria mera-
mente epistémica, e indicaria uma diferenca entre o que é conhecido e o
que simplesmente é. A partir desta temdtica, o seguinte trabalho desen-
volvera uma pesquisa acerca da formalizagao e do entendimento sobre as
légicas modais. Analisaremos portanto a importancia do conceito de mun-
dos possiveis para o significado de proposicoes modais e a possibilidade de se



construir uma semantica tao eficiente quanto esta, porém, sem o uso deste
conceito. A semaéntica referida é a seméantica algébrica. Mostraremos al-
guns resultados interessantes desta seméantica com relacao a légica modal
e por fim faremos um exposicao do debate filoséfico em torno deste tema.
Entre os resultados formais apresentados abaixo, destacamos a completude
dos sistemas da classe G"™"P? (ver capitulos 3 e 4) e a representagdo para
algebras modais (capitulo 3). A hipétese a ser analisada por este trabalho
é a de que a légica modal continuaria sendo uma ferramenta importante
para a filosofia analitica mesmo quando considerada do ponto de vista de
uma semantica estritamente matemética (que satisfizesse critérios impor-
tantes de uma seméantica para os sistemas modais). Os resultados sobre a
semantica algébrica para os sistemas modais apresentados neste trabalho
sao baseados nos trabalhos de Lemmon na década de sessenta (An Introduc-
tion to Modal Logic (The “Lemmon Notes”) [LemT77]|, An extension Algebra
and the Modal System T [Lem60] e Algebraic Semantics for Modal Logic I
and II [Lem66] e sua estrutura é a seguinte: primeiro faremos uma breve
introdugao algébrica, passando em seguida para a apresentacao dos dos tra-
balhos de Lemmon; em seguida usaremos o livro de W. Carnielli e C. Pizzi,
Modalita e Multimodalita [eCP00] para uma breve incursao no conceito de
multimodalidade (capitulo 2), e por fim generalizaremos os resultados de
Lemmon para a classe de sistemas G™"P? ¢ indicaremos a construgdo das
semanticas algébricas para as logicas multimodais usando o mesmo método
dos artigos de Lemmon citados acima.



Capitulo 1

Loégica Modal

1.1 Introducao historico-filoséfica as l6gicas modais

1.1.1 Aristételes, Diodorus Cronos e os Megaricos

A origem da logica modal se confunde com a origem da propria légica como
um todo. Ambas tém nascimento nas obras de Aristdteles que atribuiu dois
capitulos do seu De Interpretatione aos estudos das interconexoes logicas en-
tre o necessario, o possivel, o impossivel e o permitido. Esses textos, porém
sdo confusos em algumas de suas partes. Aristdteles teve dificuldades em
construir uma negagao sobre uma sentenca modal. Uma de suas duvidas
recai, por exemplo, na negacao de uma sentenca do tipo “possivel p”. Para
ele, a negacao dessa sentenca poderia ser de dois tipos: “possivel nao p”
ou “nao possivel p”. Uma outra dificuldade se refere as implicagoes entre
sentengas modais (cf. Prior Analytics A, 13 [Ari38]).

Para um desenvolvimento dos temas acima tomemos a seguinte notacao
informal: para uma sentenca A, OA significa “A é necessario” e OA sig-
nifica que “A é possivel”. Neste caso é evidente para Aristételes que OA e
-0A, OA e -<CA sao pares de sentengas contraditorias entre si, por outro
lado, os pares de sentencas OA e O-A, CA e O—A nao sdo contraditérias
entre si. E aceitdvel que o necessario implica o possivel em uma certa inter-
pretacao:

DA — OA (1)

Aristételes estd também inclinado a aceitar que:



Podemos entender a proposi¢ao acima da seguinte maneira “o que é
possivel ser é também possivel nao ser”. Todavia, a proposi¢ao (1) e a
proposicao (2) resultam, por transitividade da implica¢do, em um absurdo
(se tomadas como verdadeiras). Para resolver este paradoxo aparente é
preciso que se faca a distincao entre dois sentidos de possibilidade. A possi-
bilidade que aparece na proposigao (1) é, portanto distinta da possibilidade
que aparece na proposigao (2). Dizemos que a possibilidade no sentido de
(1) é uma “possibilidade prépria” enquanto a possibilidade no sentido (2)
é uma “contingéncia”. Aristételes, no capitulo 13 do De Interpretatione,
chega bem proximo de fazer esta mesma distingdo. Ainda neste mesmo
capitulo Aristételes formula outros dois principios modais (cf. [Ari38]). O
primeiro diz que “o que é por necessidade é também atual”, o segundo diz
que “a atualidade de algo implica na sua possibilidade”. Podemos entao rep-
resentar esses dois principios da seguinte forma (em nossa notagao informal):

OA — A (3)
A — OCA (4)

Ainda a partir do principio de transitividade da implicacdo concluimos
que (1) é conseqiiéncia de (3) e (4). Esta inferéncia, contudo, ndo aparece
na obra do estagirita.

Um outro conceito modal importante é o de “impossibilidade”. Para
Aristoteles a impossibilidade seria algo com a mesma forga que a necessi-
dade, porém com um “sentido” oposto. A sentenca “impossivel A” serd
denotado aqui como (|A). Podemos entao definir a impossibilidade em ter-
mos de necessidade da seguinte maneira:

A~ 0-A (5)

Uma definicao equivalente mas geralmente nao encontrada na obra aris-
totélica é a seguinte:

|A — —=OA (6)

Aristoteles desenvolve, nos Primeiros Analiticos, um silogismo modal, ou
seja, um silogismo que admite premissas e conclusoes com sentencas modais



([Ari89] A, cc. 3, 8-22). Neste pequeno resumo histérico ndo trataremos
desta parte da logica modal aristotélica. Para maiores informacoes sobre
o assunto ver Aristotle’s De Interpretatione: Contradiction and Dialectic
[Ros49], Aristotle’s Syllogistic from the standpoint of modern formal logic
[Luk57] e Aristotle’s Modal Syllogisms [Mac63].

Porém, dois aspectos deste desenvolvimento devem ser aqui menciona-
dos. Primeiramente, Aristételes distingue cuidadosamente dois tipos de
“ser possivel”. Em sentido primitivo, esta expressao tem como significado:
“aquilo que nao é necessdrio, e se assumirmos como sendo o caso nao tera
conseqiiéncias impossiveis” ([Ari89] 38a 18-22). No segundo sentido ele diz
que o necessario é permitido e portanto devemos concluir que o sentido da
expressao acima é dado simplesmente por: “aquilo que se assumirmos como
sendo o caso nao terd conseqiiéncias impossiveis” ([Ari89] A, 32a 20-21).
Escreveremos QA para o primeiro sentido e preservaremos <A para o se-
gundo. Temos entao:

QA — —-OA A=A (7)
OA — —|A (8)

A partir das férmulas acima podemos finalmente resolver o impasse ori-
ginario do De Interpretatione (cf. [Ari38]). A defini¢ao de contingéncia em
(7) “0A A —|A é equivalente & O—A A OGA. E evidente que (8) se enquadra
bem com (6), enquanto (7) possui uma estrutura muito similar a de (2) no
seguinte sentido: se substituirmos em (2) < por Q teremos:

QA —Q-A(9)

Que é uma conseqiiéncia de (5) e (7). Com efeito, basta seguirmos o
seguinte raciocinio:

1) QA (hipdtese)

) QA — —=OA A —|A (Definicao de Q)

3) "OA A —|A (1,2 MP)

) "0-—-A A —|A (3 substituicao de equivalentes)
)

)

)

[\

[GA N

—|=A A —0-A (4 definicao de |)
6) =|-A A —-0-A — Q-A (Definicao de Q)
7) Q-A (5, 6 MP)
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8) QA — Q—A (1, 7 teorema da deducao)
Uma conseqiiéncia a mais de (7) e (8) é:
QA — OA (10)

Assim a contingéncia aparece como sendo uma possibilidade mais restrita
que a possibilidade prépria. Em outros termos, dizemos que a contingéncia
é mais fraca que a possibilidade prépria, mas do ponto de vista légico ela é
mais forte uma vez que possui um conjunto maior de conseqiiéncias.

H& uma citacao de Aristételes que estabelece ligagoes entre a necessidade
e a implicacao. Observemos por exemplo a seguinte passagem De Interpre-
tatione (34a5-24): “We must first say that, if when A is it is necessary
that B should be, then if A is possible it is also necessary that B should
be possible.... So that if one calls the premisse A and the conclusion B, it
will result not only that B will be necessary if A is necessary, but also that
it will be possible if A is possible”. E natural encontrarmos nesta citagao
duas importantes intui¢oes: (a) Que um condicional necessirio com o an-
tecedente possivel possui um conseqiiente possivel; (b) Que um condicional
necessario com um antecedente necessario possui o conseqiiente necessario.
Mais precisamente, podemos expressar as duas idéias acima com as seguintes
formulas da notagao informal:

OA — B) — (CA — ©OB) (11)

O(A — B) — (DA — OB) (12)

As seguintes formulagoes ainda sao coerentes com a citagao de Aristételes:

O(A — B) - O(CA — OB) (13)

O(A — B) —» O(0A — OB) (14)

O(A — B) — (CA — OOB) (15)

Os megdricos e estdicos também desenvolveram um importante trabalho
em légica modal. Boécio possui um importante texto Comentdrios so-

bre o De Interpretatione de Aristételes, Sequnda parte, Segunda edigdo.
ed. Meiser, pg. 23/ que trata da definicao diodoréia das modalidades:
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“Diodorus define o possivel como aquilo que é ou serd; o impossivel como
aquilo que, sendo falso, nao sera verdadeiro; o necessario como aquilo que,
sendo verdadeiro, nao sera falso; e o nao-necessario como aquilo que é ou
serd falso.” Nesta citagao podemos perceber uma importante conexao entre
as modalidades aléticas e temporais. A concep¢ao dos conceitos temporais a
partir de modalidades foi trabalhada Prior. (ver [Pri55], [Pri67] e [Piz74]).
Temos ainda muitas outras referéncias e relatos de trabalhos megaricos e
estbicos sobre logica. Alguns autores modernos porém, defendem que nao
existem avangos maiores do que aqueles ja alcancados por Aristételes (cf.
[Lem77], [Kne63] e [Pri62]).

1.1.2 Idade Média

Na Idade Média as nogoes modais receberam muita atencao da parte dos
l6gicos. Temos por exemplo trabalhos que tratam tanto dos silogismos
modais quanto os que tratam das questoes entre a nocao De re e De dicto.
Podemos encontrar em muitos autores da época um tratamento cuidadoso
sobre os principios modais aristotélicos e suas variantes. Alguns desses
principios receberam uma descricao latina como por exemplo o principio
(3) deste texto: “A necesse esse ad esse valet consequentia”, e o principio
(4): “Ab esse ad posse valet consequentia”. Em Ockhan e outros encon-
tramos principios de rejeicao como por exemplo: O impossivel nao se segue
do possivel, e o contingente nao se segue do necessario. Pseudo-Scotus adi-
ciona as seguintes variacoes:

—~OA < O-A (16)
—~OA — O-A (17)

Dos quais o (16) estd ja implicito nos principios aristotélicos (5) e (6).
Pseudo-Scotus apresenta ainda importantes idéias modais. Em adi¢ao ao
necessario e possivel ele considera como modais sentencgas do tipo “é duvi-
doso que...”, “sabe-se que...”, “acredita-se que...”, “deseja-se que”. Pseudo-
Scotus aponta as similaridades entre estas modalidades e as modalidades
aléticas convencionais. Temos portanto uma certa antecipacao medieval
ao que chamamos modernamente de légica modal epistémica, deontica etc.
Além do mais, ele estende os principios (11) e (12) vistos acima a essas out-
ras modalidades.

)

Outra notavel antecipacao dos medievais se d4 no campo dos paradoxos
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da implicagao. As sugestoes do estdico Filo vao em direcao da andlise que
é feita do “se...entdo...” como uma implicagao material passivel de ser estu-
dada através de uma tabela de verdade apropriada. Por outro lado Diodorus
tinha sugerido que o ’se...entao...” poderia ser pensado como uma implicagao
material necessaria. Podemos entao representar a idéia de Diodorus em
nossa notacgao informal da seguinte forma: sendo '—’ a implicacao material,
definimos A = B’ como 'O0(A — B)’, dai =’ representa o ’se...entdo’ de
Diodorus. Muitos autores medievais defendem que um condicional é ver-
dadeiro se, e s6 se ele for necessariamente verdadeiro. Portanto, para estes
autores, afirmar que ’se A, entdo b’ é afirmar que nao é possivel ser o caso
que A sem ser o caso que B. Tal principio pode ser formulado informalmente
da seguinte maneira:

O(A — B) < =O(A A -B) (18)
(A é usado aqui como conjungao)

Pedro Abelardo (1079-1142) é considerado o primeiro légico medieval
a fornecer contribuigoes originais para a légica aristotélica. Seus trabalhos
sobre o silogismo aristotélico pode ser achado no seu Dialectica. Outros tra-
balhos de Abelardo contém ainda alguns trechos sobre esse assunto como
por exemplo Logica ingredientibus, porém é na Dialectica que encontramos
o seu desenvolvimento mais completo (cf. Twelfth Century Logic: Texts and
Studies. [MP58]). A légica desenvolvida na Dialectica besea-se nas obras de
Boécio (comentdrios e monografias). Abelardo é normalmente considerado
como sendo o légico medieval que introduziu a distingao entre de dicto e
de re. As nogoes basicas da teoria modal de Abelardo sao encontradas na
introducao aos capitulos XII e XIII de um longo comentario seu ao De In-
terpretatione (cf. [MP58]). Segundo Abelardo, a légica modal é uma teoria
sobre termos que tratam dos raciocinios sobre os advérbios da linguagem.
Tais advérbios descrevem o modo do vir-a-ser dos objetos (e. g. rapida-
mente, necessariamente, etc.). Advérbios que nao modificam a dindmica do
vir-a-ser dos objetos sao chamados termos modais secundérios. Ele observa
que Aristoteles (no De Interpretatione, cap. 12 e 13) trata dos modos nomi-
nais e nao dos modos adverbiais (e. g. “é necessdrio que”, “é possivel que”).
Abelardo, apesar de aceitar a passagem da verdade para o necessario no caso
do condicional verdadeiro, vé com uma certa desconfianga o principio (17)
(cf. An Introduction to Modal Logic (The “Lemmon Notes”) p. 5 [LemT77] e
The Development of Logic [Kne63]). De acordo com o principio (17) pode-
mos inferir que “se Sécrates é uma pedra, entao Sécrates ¢ um burro”, isso
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se d4 pelo fato da sentenca ’Socrates é uma pedra’ ser impossivel, dai temos
a impossibilidade de Socrates ser uma pedra sem que ele seja um burro.
Abelardo constatou que, se A é impossivel, entao A = B’ é verdadeira
para qualquer proposicao B:

~0A — (A= B) (19)

Por outro lado: se B é necessario, entdo nao é possivel que A seja o caso
sem que B também o seja.

OB — (A = B) (20)

Argumentos similares aos que foram vistos acima sao encontrados em
Pseudo-Scotus e Ockhan. Por exemplo em Ockhan encontramos os seguintes
principio: (a) Qualquer coisas, o que quer que ela seja, segue-se do im-
possivel. (b) O necessario segue-se de qualquer coisas, o que quer que ela
seja. O principio (a) corresponde ao (19) e o (b) ao (20). (para maiores
detalhes ver The Development of Logic cap. 4)

1.1.3 Idade Moderna

No contexto da filosofia moderna dois grandes pensadores desenvolveram im-
portantes teorias sobre o conceito de necessidade. Sao eles: Leibniz e Hume.
Podemos citar ainda os pensamentos de Kant em sua Critica da razao pura,
onde encontramos uma interessante relagdo entre a necessidade e o conhec-
imento a priori. Os demais filésofos da modernidade nao serao tratados
com dedalhes dado os propésitos desta dissertagao. Faremos abaixo uma
pequena exposicao das principais idéias destes autores com relagao as cat-
egorias modais aléticas, epistémicas, etc. Primeiramente apresentaremos o
pensamento leibniziano e a introducao do conceito de mundos possiveis para
o entendimento dos conceitos de necessidade e possibilidade. Em seguida
consideraremos o problema da origem epistémica dos conceitos modais tendo
em vista as idéias de Hume contidas na obra Investigacao sobre o entendi-
mento humano. Tal tema envolve portanto um raciocinio multimodal uma
vez que usa conceitos epistémicos como o conhecimento e conceitos modais
aléticos como a necessidade e a contingéncia. Os autores da modernidade
citados acima, apesar de desenvolverem idéias importantes sobre os con-
ceitos modais, nao estavam interessados no desenvolvimento de uma logica
que tratasse de tais conceitos. Seus interesses visavam apenas suas incursoes
metafisicas. Portanto a légica modal nao foi tratada de forma direta na
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filosofia da modernidade. Os conceitos modais trabalhados pelos filésofos
da modernidade porém, foram muito tteis para o desenvolvimento formal
da légica modal no século XX.

Leibniz faz referéncia a mundos possiveis quando defende que o mundo
atual “é o melhor dos mundos possiveis” (em francés: le meilleur des mon-
des possibles). Esta frase aparece em 1710 no texto FEssais de Théodicée
sur la bonté de Dieu, la liberté de I’homme et l'origine du mal (Teodiceia)
e esta relacionada a solucao do problema da existéncia do mal. Este prob-
lema pode ser pensado a partir da seguinte questdao Como pode haver in-
justica e sofrimento no mundo se Deus é onipresente, onisciente, onipotente
e onibenevolente?

Leibniz também tem como projeto construir uma teoria que de conta
da conciliacdo entre a liberdade humana e a necessidade fisica (dada pelo
determinismo das leis da natureza). Para Leibniz os mundos possiveis se-
riam idéias complexas na mente de Deus. O conceito de um individuo esta
intimamente relacionado ao mundo possivel ao qual este individuo pertence.
Portanto cada individuo deve necessariamente estar presente em apenas um
mundo possivel (o mundo possivel ao qual ele pertence) (ver o artigo Possi-
ble Worlds de Robert Stalnaker [Sta76]).

Ja para Hume, o problema sobre o conceito de necessidade aparece ao
se pensar a estrutura da causalidade. Na obra Investigacdo sobre o entendi-
mento humano, secao VII, Hume trata da idéia de conexao necessaria e na
se¢do VIII o tema é liberdade e necessidade. A questao para Hume é desco-
brir a origem da idéia de conexao necessaria entre uma causa e um efeito. E
muito conhecida a polémica passagem na qual é afirmado que nao ha motivos
para se acreditar que hé uma conexao necessaria entre o dia de amanha e o
nascer do sol, ou seja, que o sol nascerd amanha é apenas uma contingéncia.

Hume investiga trés tipos de relacao causa/efeito. O primeiro é a relagao
entre dois eventos da natureza, por exemplo, quando uma bola de bilhar
bate em uma outra e o movimento desta outra é o efeito do choque com a
primeira (causa). O segundo trata da relagao entre a vontade e o corpo. O
fato do pensamento poder movimentar o corpo sugere uma conexao do tipo
causa/efeito entre pensamento e corpo. Por tltimo Hume trata da relagao
entre dois pensamentos e investiga a possibilidade da relagao causa/efeito
entre estes. O primeiro tipo de relacao é questionado por Hume. Para ele
nao motivo racional para a crenga na conexao necessaria entre um fenémeno
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A e outro B qualquer. Porém na seguinte passagem da secao VII da obra
citada de Hume temos a constatacao deste de que tal idéia esta inerente a
nosso pensamento.

Nao hé idéias mais obscuras e incertas em metafisica do que
as de poder, forca, energia ou conexao necessaria, as quais ne-
cessitamos reportar-nos constantemente em todas as nossas in-
quirigoes. (David Hume Investigagdo sobre o entendimento Hu-
mano [Hum80] secao VII)

Hume termina por negar a realidade com relacao a qualquer tipo de
conexao causal na natureza. Por conseguinte, a conclusao se impoe. Nao
existe nenhuma impressao auténtica de que exista uma relagao causa/efeito
que seja necessaria. O que acontece é que eu acredito na causalidade e Hume
explica essa crenga, partindo do hébito e da associacao das idéias.

As idéias de Hume causaram grande impacto sobre Kant que expressou
tal impacto como sendo um acordar de um sono dogmdtico. Grande parte da
principal obra deste filésofo ( Critica da razao pura) esta voltada para o tema
do limite do conhecimento humano. Este tema esta intimamente ligado ao
tema da causalidade e, portanto, ao da relagao causa/efeito necessdria. A
solucao encontrada por Kant é extrema. Ele internaliza no sujeito do con-
hecimento tal relacao através da nocao de sintéticos a priori e, portanto,
transfere a problemética do conhecimento (como conhecemos o mundo?)
para a problemética da metafisica (como o mundo é7). A conseqiiéncia do
pensamento Kantiano é dréastica, nao podemos mais ter contato epistémico
com o mundo em-si. E dai a conclusao de uma impossibilidade de pesquisa
epistémica metafisica sobre as relagdes de causa/efeito (necessérias).

1.1.4 A Légica Modal Contemporanea

O estudo contemporaneo das propriedades formais das modalidades comegou
realmente com o trabalho de C. I. Lewis, embora possamos encontrar algu-
mas antecipagdes no trabalho de Hugh MacColl, Symbolic Logic and its
Applications de 1906 (cf. [Mac06]).

Lewis toma como ponto de partida os paradoxos da implicagao material
tal como aparecem nos Principia Mathematica de Bertrand Russell. Ele
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entao constréi um sistema légico contendo uma implicacao que evita estes
paradoxos. Esta implicacao é chamada de implicacao estrita, e sua formal-
izacao se encontra no trabalho de Lewis Survey of Symbolic Logic de 1918.
A sua definicao se d4 em termos de conjuncao, negacao e um operador prim-
itivo de impossibilidade:

A= B =g (|AN-B) (21)

Tal qual seus predecessores medievais, Lewis diz que esta definicao leva
aos paradoxos da implicagao estrita (ver os principios (20) e (21)), e con-
sidera que tais paradoxos sao “inescapaveis” conseqiiéncias dos principios
16gicos usados cotidianamente ([Lan32] p. 175).

Mais tarde, em Symbolic Logic (escrito juntamente com C. H. Langford),
encontramos uma clara exposicao da formalizacdo das nocoes modais. Nesta
obra, ¢ é tomado como primitivo ao invés de | e a implicagao estrita pode
entao ser definida da seguinte forma:

A= B :dfﬂQ(A/\ﬂB)

Encontramos ainda, neste mesmo texto, a descricao de cinco sistemas
distintos de logica modal S1-S5. Estes sistemas sao chamados hoje em dia
de sistemas de Lewis. O primeiro sistema de Lewis a ser apresentado foi o
S1, estendido sucessivamente para o S2 e o S3. O sistema S3 é equivalente
ao sistema apresentado no Survey of symbolic logic. S4 e S5 sao discutidos
no apéndice II de Symbolic Logic (cf. [Lewl8] e [Lan32]).

Entre os anos de 1931 e 1933 Godel apresenta alguns estudos no campo
da légica modal (cf. [G6d32] e [G6d33]). Ele sugere um sistema no qual
tomamos (3) e (12) como como axiomas. A esses axiomas Godel adiciona
ainda:

0A — 004 (22)
mais a seguinte regra de inferéncia: de - A infira F OA. Além do mais,
ele demonstra que este sistema é equivalente ao sistema S4 de Lewis, embora

tal prova sé tenha sido publicada em [Tar48b].

Os cinco sistemas de Lewis contém a légica classica como légica subja-
cente e isso ja era conhecido pelo préoprio Lewis. Todavia ele nao usa esse
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fato na formulacao destes sistemas preferindo usar a implicacao estrita na
formulacdo dos axiomas. A primeira formulagdo dos sistemas S1-S3 a la
Godel (com o célculo proposicional de base separado) aparece em [Lem57].

Apesar de termos o aparecimento desses trabalhos no inicio da década
de trinta, pouco se sabia sobre os sistemas estudados. O sistema S3, por
exemplo nao foi demonstrado como distinto de S2 até o trabalho de Parry,
The Postulates of strict implication de 1934. Um artigo base deste periodo
é o Modalities in the Survey system of srict implication do mesmo autor
também publicado em 1939 (cf. [Par34] e [Par40]). Neste artigo sao claras as
diferencas entre S2 e S3 onde encontramos, por exemplo, que S3 possui (13)
e (14) como teoremas enquanto em S2 isso nao ocorre. Feys também con-
tribuiu notoriamente para o desenvolvimento da légica modal nesta época.
Nos anos de 1937 e 1938 Feys publicou um trabalho sobre légica modal em
duas partes chamado Les Logique Nouvelles des Modalités [Fey37]. Neste
trabalho o sistema T (que Feys chamou de "logique t ") foi desenvolvido pela
primeira vez. Tal sistema é construido com o uso dos axiomas que Goédel
usou para o S4 menos o axioma 22. Este sistema, que Lewis nao conhecia
ainda, tinha a curiosa propriedade de ser mais forte que S2 e mais fraco que
S4 mas que era independente de S3. Vale notar que von Wright desenvolveu
um sistema equivalente em 1951 no seu An Essay in Modal Logic [vIW51].

Na década de 40 o desenvolvimento da logica a modal foi bastante rapido,
torna-se portanto dificil trata-lo com detalhes. Podemos, contudo, indicar
alguns excelentes compéndios sobre o assunto como por exemplo Formal
logic de Prior (1955) e Modal logics de Feys (1965) (cf. [Pri55] e [Dop65]).
McKinsey, em 1941, apresenta uma caracterizacao algébrica para os sistemas
S2 e S4, tal caracterizagao tem como resultado a demonstragao da decidi-
bilidade de tais sistemas (cf. [McK41]). Tais técnicas servirao entdo como
modelos para trabalhos posteriores. No artigo On the Syntactical Construc-
tion of Systems of Modal Logic de 1945, McKinsey explica o que significa
o tratamento sintdtico das 16gicas modais [McK45] (ver [Lem77] seccao 2).
em 1946 aparecem alguns textos de Carnap e Barcan onde uma primeira
aproximacao entre as operacoes modais e os quantificadores é desenvolvida
(cf. [Card8] e [Mar46]). Ohnish e Mastumoto produziram a primeira for-
mulacao das légicas modais ao estilo de Gentzen em 1957 e 1959 ([Mat57]).
Temos ainda, com relacao a dedugao natural o trabalho de Fitch de 1952,
Symbolic Logic, an Introduction.

Muitas variacoes sobre as logicas modais aparecem nesse periodo. A
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légica epistémica, a logica deontica e a légica do tempo sao as mais conheci-
das. Os principais autores responsaveis pelo aparecimento destas variagoes
juntamente com suas semanticas sao von Wright, Arthur Prior e Saul Kripke.
Saul Kripke combina a légica modal e o processo de decisao baseado no
tableaux semantico de Beth para dai derivar uma interessante semantica
para as légicas modais. Esta semantica, hoje conhecida como semantica dos
mundos possiveis, é a maneira mais usual se trabalhar com légicas modais.
E também a partir destas semanticas que podemos ver a oposicao entre con-
textos intensionais e extensionais. O termo intentio é medieval e foi origi-
nalmente empregado como traducao da palavra drabe ma’na que era usada
para designar uma espécie de alma do sentido de uma palavra. Mais tarde,
a légica de Port Royal fez uma distingdo entre comprehension e extension
de um termo geral (ver intensdo e extensio em [Abb00]). Esta distingao se
faz de forma analoga a forma como Mill distingue conota¢do de denotacao,
ou seja, extensao é o conjunto de coisas para os quais o termo se aplica;
compreensao é o conjunto de propriedade que este conjunto implica. No
século XIX Willian Hamilton substituiu comprehension por intension. As
légicas modais sao também conhecidas como légicas intensionais pelo fato
delas tratarem de raciocinios com proposicoes intensionais ([Abb00]).

1.2 Aspectos Formais da Légica Modal

A légica modal, quando formalizada, tem como logica subjacente a logica
proposicional (para mais detalhes sobre a légica proposicional ver Introduc-
tion to Mathematical Logic de Mendelson [Men97] e Mathematical Logic de
Shoenfield [Sho73]). O sistema proposicional serd tomado aqui como algo
conhecido. Os sistemas tratados neste trabalhos sdo resultantes da expansao
da légica proposicional. Esta expansao pode ser analisada de dois pontos
de vista diversos. Esses dois pontos de vista sdo: o ponto de vista da lin-
guagem e o ponto de vista dos modelos (semantica). Do ponto de vista
da linguagem temos o acréscimo de simbolos que sdo normalmente antepos-
tos as proposicoes. Do ponto de vista dos modelos temos normalmente a
semantica conhecida como semantica dos mundos possiveis.

Em [Kri63] Kripke mostrou como modelos normais podem ser usados
para se provar completude de forma construtiva e outros resultados para
o sistema T. Este resultado é estendido ainda para sistemas mais fortes
como por exemplo S4 e S5. Segue-se abaixo uma apresentacao de mode-
los e estruturas ao modo de Kripke porém com ligeiras modificagoes. A
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origem histérica deste tratamento seméantico por estruturas é um tanto dificil
de se determinar. Hintikka e Prior usaram métodos semanticos similares.
Prior parece ter derivado suas idéias de notas de Meredith nao publicadas
(The cauculus of properties - ver [Tho63]). Uma andlise destas estruturas
nos mostram interconexoes entre “mundos possiveis” que parece, se deve
a Geach. Suas relagoes com o tratamento algébrico do sistema S4 estéd
implicito em [Lem59]. (cf. [Lem66] p. 56)

A base axiomadtica para os sistemas légicos consiste de (a) a especi-
ficagdo da linguagem na qual as férmulas serdo expressas (i. e. uma lista
de simbolos primitivos, um conjunto de regras de formagcao especificando
quais seqiiéncias de simbolos serao férmulas); (b) Um conjunto de férmulas
(conhecidas como axiomas); e (c) definigdes e um conjunto de regras de in-
feréncia. O conjunto de férmulas obtido a partir da aplicagdo das regras
de inferéncia sobre os axiomas é denominado conjunto teoremas. Nesta
secao apresentaremos a linguagem, algumas definigbes e operacoes bésicas
em légica modal (cf. A New Introduction to Modal Logic [HC96] e Modal
Logic [BARVO01)).

Tipo de similaridade Modal

Um tipo de similaridade modal é um par 7 = (O, p) onde O é um conjunto
nao vazio e p é uma fungao O — N. Os elementos de O sao chamados ope-
radores modais, usa-se A ("triangulo”), Ao, A1,..., para denotar elementos
de O. A funcéo p associa para cada operador A € O uma aridade finita,
indicando o nimero de argumentos para o qual A pode se aplicado.

1.2.1 Linguagem modal e multimodal

Uma linguagem modal M L(7, ®) é construida a partir de um tipo de simi-
laridade modal

7= (0, p) e de um conjunto de letras proposicionais ®.

O conjunto Form(r,®) de férmulas modais sobre 7 e ® é dado pelas
seguintes regras de formagao.

@ :=p|L] = |1V ea| Alp1, s Ppr))

Onde p varia sobre os elementos de ¢
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Obs: o tipo de similaridade da linguagem modal bésica é ¢

Definigao 1.2.1. Chamaremos de Subférmula de uma fbf A a fbf que ocorre
como parte (prépria ou imprépria de A).

1.2.2 Operadores duais

Definicao de operadores duais para triangulos nao nulos.
Para cada A € O o dual V de A é definido como:

V(@1, .0y 0n) = 2A(201, 0y ~0n)

Obs: O dual de um tridangulo de aridade no minimo 2 é chamado de
“nabla”.

Definigao 1.2.2. Seja 7 um tipo de similaridade modal. Um 7-enquadramento
é uma n-upla § consistindo dos seguintes ingredientes:

i) Um conjunto nao vazio W
ii) Para cada n > 0, e cada operador modal n-ario A no tipo de similar-
idade 7, uma (n + 1)-aria Ra

Enquadramentos sdo simplesmente estruturas relacionais. Se 7 contém
somente um numero finito de operadores modais Ay, ...,/\, entdo o en-
quadramento pode ser denotado por § := (W, Ra,, ..., Ra,,); caso o nimero
de operadores modais seja infinito denota-se § := (Ra)aer ou§ := (W, {Ra :
A € 7}). Tal enquadramento pode ser estendido em um modelo da mesma
maneira em que é feito na linguagem modal bésica, ou seja, adicionando
uma valoragao. Desta forma, um 7-modelo é um par 9 = (§,V) onde § é
um 7T-enquadramento, e V uma valoracdo com dominio ® e contradominio

P (W), onde W é o universo de §.
Define-se a satisfacao ou verdade de uma férmula ¢ em um ponto (es-
tado, ou mundo) w, em um modelo M = (W,{Ra : A € 7) (notacao:

M, w IF ¢) indutivamente da seguinte maneira.

i) As cldusulas para os casos atomicos e booleanos sao os mesmos que os
definidos para a linguagem basica modal.
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ii) Para p(A) 0 define-se:

M, w - Alp1,...,on) sse para algum vy, ...,v, € W com Rawvy, ..., v,
tem-se, para cada i, M, v; IF @,

M, w Ik V(p1, ..., on) sse para todo vy, ...v, € W com Rawvy, ...v, tem-
se, para cada i, 9, v; IF ;

Quando p(A) = 0 (quando A é uma modalidade 0-dria) entdao Ra é uma
relagao undria e:

M, w - A ssew € Ra

Assim uma modalidade 0-aria nao acessa outros pontos (estados ou mun-
dos). Com efeito, sua semantica é idéntica aquela da varidvel proposicional,
salvo que a relacao undria é usada para interpreté-la e nao é dada pela val-
oracao mas sim sao partes do enquadramento subjacente. Frequentemente
escreve-se w I ¢ para 9, w = ¢ quando 9 é claro no contexto. O conceito
de verdade global (ou universalmente verdadeiro) em um modelo é definido
como na linguagem modal bésica e significa simplesmente verdadeiro em
todos os mundos do modelo.

1.2.3 Enquadramento

Um Enquadramento para a linguagem modal basica é um par § = (W, R)
tal que:

i) W é um conjunto nao vazio.

ii) R é uma relagao bindria em W.

1.2.4 Modelo

Um modelo para a linguagem modal bésica é um par 9 = (§, V), onde §
é um enquadramento para a linguagem modal béasica e V é uma fungao que
associa um subconjunto V(p) de W para cada varidvel proposicional p em
®. Formalmente, V é uma funcao V : & — P(W), onde P(W) denota o
conjunto das partes de W. Informalmente podemos pensar V(p) como sendo

22



o conjunto de pontos ou mundos em nosso modelo onde p é verdadeiro. A
funcao V é chamada valora¢do. Dado um modelo M = (F, V), né dizemos
que 9 é baseado no enquadramento §, ou que § é o enquadramento subja-
cente a M.

1.2.5 Verdade em 9N

Suponha que w é um estado em um modelo M = (W, R, V). Definimos in-
dutivamente a nocao de uma féormula ¢ ser verdadeira em 91 em um estado
w da seguinte forma:

M, w=pssewe V(p),onde pe ®

M, w =L nunca

M, w = —p sse nao M, w = ¢

M w = eV sse Mw k= ouMw =y

M, w = S sse para algum v € W tal que Rwv, M, v | ¢
M, w = Oy sse para todo v € W tal que Rwv, 9, v = ¢

1.2.6 Globalmente verdadeiro (ou vilido) em um modelo 9
QUIED)

Uma férmula ¢ é globalmente verdadeira (ou vélida) em um modelo I
(notacao: M = ¢) se for satisfeita em todos os pontos (mundos) em 9, ou
seja, se M, w = ¢, para todo w € W.

Definicao 1.2.3. Uma férmula Satisfativel

Uma férmula ¢ é satisfativel em um modelo 97 se ha algum ponto em
I para o qual ¢ é verdadeira.

Definigao 1.2.4. Uma férmula é falsificavel ou refutdavel em um modelo se
sua negacao € satisfativel.

Obs: Qualquer férmula precedida por [J serd verdadeira em qualquer
ponto final de qualquer modelo.
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Notagao:
Escrevemos ™y para ¢ precedido por n ocorréncias de {» e [(1"p para
i precedido por n ocorréncias de [J.

1.2.7 Relacgoes

Pode-se, se assim for o caso, associar cada um desses operadores definidos
com suas proprias relagoes de acessibilidade. Portanto, temos indutivamente
que:

ROzy é definido indutivamente como x = y
R"lzy ¢ definido indutivamente como 3z(Rxz A R"zy)

Sob essa definicao, para qualquer modelo 99T e ponto w em 9N, vale
M, w, = O™ sse existe um v tal que R"wv e M, w, = Sp.

Definicao 1.2.5. R” é a relacio conversa de RF

Vay(RFzy « RPyx)

A conversa de uma relagao R é denotada por RY

Definicao 1.2.6. Enquadramento Bidirecional
Um enquadramento da forma (T, R, RV) é chamado de enquadramento

bidirecional e um modelo construido sobre tal enquadramento de modelo
bidirecional.

1.2.8 Enquadramentos e validade

As linguagens modais podem ser vistas como ferramentas para se falar sobre
modelos.

a) Validade em um ponto (ou estado) w (notacao: §,w = @)

Uma férmula ¢ é vdlida em um ponto (ou mundo) w de um enquadra-
mento § (notacao: §,w | ¢) se ¢ é verdadeiro em w para todo modelo
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(&, V) baseado em F.
b) Vélido em um enquadramento § (F = ¢)

¢ é vélido em um enquadramento § (notacao: § | ¢) se é valido em
todo ponto (ou mundo) em .

¢) Vélido em uma classe de enquadramentos

Uma férmula ¢ é vélida em uma classe de enquadramentos F (notacao
F = @) se é vélida em todo enquadramento § em F.

d) Validade

Uma férmula ¢ é vélida (notagao: = ¢) se é vélida na classe de todos
os enquadramentos.

e) Logica de F (Ap)
O conjunto de todas as formulas que sao validas em uma classe de en-

quadramentos F é chamado a légica de F (notagao: Ap).
Assim Ap = {p € Form(r,®: F = ¢}

1.2.9 Enquadramentos gerais
a) Enquadramento geral (§, A)

Um enquadramento geral (§, A) é um enquadramento § junto com uma
restrita, mas bem-comportada e apropriada colegdo A de valoracgoes ad-
missiveis.

b) Valoragoes bem-comportadas e apropriadas

E uma colecao de valoracoes fechadas sob as operagoes de conjuntos cor-
respondentes a nossos conectivos e operadores modais.
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1.2.10 A propriedade dos modelos finitos

A principal idéia dos modelos finitos é encontrarmos o modelo que satisfaz
a formula e as subférmulas da formula em questao. Obviamente tal modelo
devera ser finito pois as férmulas possuem tamanhos finitos (Ver Hughes
and Cresswell [HC96] Cap. 8).

1.3 A classe G""1 de sistemas modais

Apresentaremos abaixo alguns sistemas modais. Historicamente os sistemas
modais foram apresentados primeiramente pelo método axiomadtico. Isto
antes da descoberta de uma maneira apropriada de se definir a o conceito
de validade para proposi¢oes modais. Pelo método axioméatico é possivel
definir um conjunto de férmulas ou teoremas sem que se precise de qual-
quer referéncia a seus significados (ver A New Introduction to Modal Logic
de Hughes e Cresswell [HC96] e Modalities and Multimodalities de Walter
Carnielli e Claudio Pizzi [eCP07]).

1.3.1 O sistema K

Existem férmulas modais validas em qualquer arranjo de qualquer enquadra-
mento. Chamaremos o conjunto destas formulas de formulas K-validas. To-
das as formulas vélidas na légica proposicional sao também K-vélidas uma
vez que cada estado ou mundo é maximal consistente com relagao as férmulas
proposicionais. Além das férmulas proposicionais a seguinte férmula modal
(normalmente denominada férmula K) é K-vélida:

K=0O(A— B)— (DA — OB)

Teorema 1.3.1. A formula K é K-vdlida.

Demonstragao. A prova de que K é K-vilida é a seguinte: se K nao fosse
K-valida entao, pela semantica da implicagao haveria algum mundo ou es-
tado w em um dado enquadramento tal que:

(i) O(A — B) seria viélida,
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(ii) DA seria valida; e
(iii) OB nao seria vélida.

Por (iii) existe um mundo acessivel ao mundo w em que OB nao seria
vélida em que B nao vale (chamemos este mundo de w’). Como wRw' e
por (ii) OA é vélida temos que A é vélida em w’. Portanto em w’, A vale
mas B nao e dai A — B nao vale em w’. Como wRw' e A — B nao vale
em w', O(A — B) também nao pode valer em w’, mas isto conflita com a
informacao (i). Logo K é K-valida.

O

Definicao 1.3.2. Um K-sistema (ou Sistema K) é um sistema da ldgica
modal que tem como conjunto de teoremas justamente as férmulas modais
que sao K-vélidas.

Podemos definir o K-sistema como um sistema axiomético da seguinte
forma:

Os axiomas de tal sistemas sdo os teoremas da légica proposicional
classica (ver Introduction to Mathematical Logic [Men97] e Mathematical
Logic [Sho73]) mais o esquema K:

K = O(A — B) — (0A — OB)

Onde A e B sao varidveis proposicionais.

As regras de inferéncia para tal sistema sao as seguintes:

(SU) A regra da substituigao uniforme. Esta regra permite a substituicao
das varidveis proposicionais de um teorema por formulas sem que este deixe
de ser teorema.

(MP) Modus Ponens. Se A — B e A sao teoremas, entao B é teorema.

(RN) Regra da necessitagdo modal. Se A é teorema, entao JA é teorema.

O sistema K (K-sistema) ¢é considerado a base dos sistemas normais e
também o mais fraco destes.

27



1.3.2 Extensoes do sistema K

Os dois sistemas mais conhecidos e estudados da légica modal sao os sis-
temas de Lewis S4 e S5. Ambos os sistemas sdo extensdes de K. Um outro
sistema importante bem conhecido que também é extensdao de K é o sis-
tema T. O sistema T pode ser axiomatizado pela simples adicao do seguinte
axioma-esquema (T) ao sistema K:

(T): 0A — A

O sistema S4 resulta do sistema T com a adicao do seguinte axioma-
esquema 4:

(4): OA — 0ODA

S5 pode ser definido através de S4 ou diretamente a partir de T. Para
definirmos S5 a partir do sistema S4 precisamos do axioma-esquema (B)
(que tem esta denominagao por referéncia a Brouwer [Kri63]).

B:¢0A — A

Para se obter S5 diretamente por T adicionamos a T o esquema denom-
inado (E):

E: CO0A — OA

Como resultado sobre a axiomatica das extensoes de T temos que, E é
equivalente dedutivamente a 4 e B quando tomados conjuntamente (estes
resultados sao devidos a Mackinsey-Tarski [Tar48b], o caso de S4 é anunci-
ado por Godel [G6d33]).

Os sistemas vistos acima sdo comumente tomados como pontos de par-
tida para a definicdo de outros. Por exemplo, com respeito a légica dedntica
(onde O ¢é interpretado como ‘é obrigatério que’) o axioma (T) foi consid-
erado muito forte e portanto insatisfatério, em seu lugar foi escolhido um
axioma mais fraco:

D:0A — CA

(Ver [vW51] e [Pri55]).
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Um outro exemplo sao as vérias generalizacoes de (4):
(4)": O"A — OntlA

Onde (4)! = (4).
Temos ainda, em conexao com S4, um sistema chamado S4.2 construido
a partir do esquema G:

G o004 — 004
Chamaremos (G111 de (G) (ver [Lem59]).

Os resultados de completude para T, S4 e S5 sao dados em [Kri59],
usando uma técnica a partir dos tableaux semanticos. Os primeiros resul-
tados para K estd implicito no trabalho de Kripke. Mostraremos abaixo
uma maneira de estender os resultado obtidos por Kripke para um grande
nimero de extensoes do sistema K (ver [Lem77]. Precisaremos, portanto,
usar uma generalizacao do esquema G, ao qual chamaremos G"""P4:

GMPe OmOr A — OPOIA

E interessante observarmos que todos os esquemas supracitados como
extensao de K sado casos particulares de G"™™P4. Desta forma T é o caso em
que: m,p,q = 0,n =1; 4" o caso em que m,q = 0,p=n+ 1; E o caso em
que: ¢ = 0,m,n,p = 1; e assim por diante. Comecaremos entao por esta-
belecer um resultado de completude para G"™P4. Este resultado nos dara
também um resultado para um grande ntmero de extensoes do sistema K
discutido na literatura especializada.

Os nomes dos sistemas modais configuram um certo problema. Para mel-
hor compreensao do texto aqui apresentado mostraremos abaixo a maneira
como estaremos nomeando os sistemas. Esta forma de nomeacgao segue
a linha proposta por Lemmon [Lemmon 1977] com ligeiras modificagoes.
Adotamos primeiramente um sistema de nomes para axiomas (T, B, 4, 4™,
etc) de modo que os nomes dos sistemas possam ser construidos pela con-
catenacao do nome do axioma com o simbolo K. desta forma, para esquemas
21,09, L3y ey oy K21, KZo5, KZ3, ..., KZ, serao os nomes resultantes para
estes sistemas. Algumas convencoes serdo adotadas: chamaremos de T o
sistema KT, de D o sistema KD, de S4 o sistema KT4 e de S5 o sistema
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KT5. Os sistemas mais bésicos sao os seguintes: K, D, T, S4, B e S5. Eles
estao ordenados pela seguinte relagao de inclusao:

KCDCTCS4C S5 (1)
KCDCTCBCS5(2)

N
%

TB

Figura 1: Tabela de inclusao dos sistemas modais normais

Agora considere os sistemas KG™™? (G""P4 s6 se torna um axioma
definido por uma dada escolha de m, n, p e q). Mostraremos que a prov-
abilidade em KG""P? é equivalente a validade em todos os enquadramentos
qua satisfazem a seguinte condigao:

gL Ywy, we, w3 (w RMwy A wi RPws — Jwy(waR™wy A wgRlwy))

W,

passos Passos

W,

Wi

Figura 2: A estrutura relacional subjacente a ¢™"P4.
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Note que g"™™P4, assim como G™"P4, possui m,n,p e q como parametros
e que s6 se torna uma condicao definida quando estes sao fixados.

A seguir mostraremos que qualquer teorema de KG™"P4 é valido em todo
enquadramento § que satisfaca ¢g”""P4. Os enquadramentos com essa pro-
priedade (“incestual”) também sdo chamados “enquadramentos de Church-
Rosser”. Observemos que as regras de derivagao de KG™™? (RN e MP)
preservam validade em qualquer enquadramento § e que os axiomas de K
sao validos em qualquer §.

Teorema 1.3.3. Seja F' = {F : § satisfaz g""P1}. F = G™"P1

Demonstracao. Tome § que satisfaca ¢g""P4. Precisamos mostrar que:
F EOmO"A — OPOYA para qualquer A.
Seja M um F-modelo e wi; € W, suponha:
M, w; = OMO"A

Pela definicao de verdade temos que, para algum wo tal que wi R™ws,
M, wy = O"A. Para mostrar que M, w; = OPOY A, assuma wy RPws. Como
§ satisfaz ¢g""™P4 devemos concluir que existe wy tal que woR™wy, w3 RIwy.
Como woR"wy, M, wy = O"A, segue-se que M, wy = A. Como wsRIwy
temos M, ws = OG4A Logo:

M, wy = OPOIA

Corolério 1.3.4. Se Eggmnpa A entao F = A

A reciproca deste corolario nos da a completude. Para obter tal resul-
tado é suficiente mostrar que: §x = (Wixgmnpa, Rggmnpa), onde Wi gmnpq
é o conjunto de extensdes maximais consistentes de KG™™? que satisfazem
g"™™P4. Tal conjunto existe pois o sistema KG™"P? é consistente uma vez
que existe § que satisfaca ¢g""™P? para algum m, n, p e q¢. Por defini¢ao,
tais sistemas sdo normais (para defini¢ao de sistema normal ver [Lem77] p.
53). Se mostrarmos que §xgmnpa satisfaz ¢g™"™P? teremos conseguido a prova
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da conversa do corolario acima. Provaremos, contudo, algo um pouco mais
forte.

Teorema 1.3.5. Para algum K-sistema S consistente e normal, se S contém
G™"P1 entao §g satisfaz g™"P4 (Definir esta expressao).

Demonstragao. Seja S um K-sistema normal consistente contendo G™"P4
(i.e. tal que G™™P? C S). Para mostrar que §g satisfaz g"""P?
mostrar:

, precisamos

Ywy, wa, U)3(U)1Rgvnw2 A wlewg — E|w4(w2ng4 A ngqu4))

Assuma, para wi,ws, w3 € Wg, as seguintes relagoes: wiRZ e wlewg.
Sabemos que wiRgwy sse {A : O'A € w1} C wo, portanto {A : O™A €
w1} Cwye{A:OPA € w} C wy. Agora considere o seguinte conjunto:

'={A:0"A cw}U{A: D94 € w3}

Mostraremos que I' é S-consistente. caso nao o fosse, haveriam sentencas
Bl,...,Bj,Cl,...,Ck tais que O"B; € w2(1 <1< j),Din € w2(1 <1< k)
e Es (BAC), onde B = Bl,...,BJ’,C =(C4,...,Ck. Agora ):K O™(A; A
W NAp) < O"A; A ... ANO"A,,). Portanto O"B € wy, 01C € w3 também.
Temos s ~(B A C), Es B — —C por cpe, dai =g O0"B — —=C. Dado
que we é uma extensao de S, O"=C' € wy. Mas {A : O™A € w1} C we.
Portanto ¢™O"-C € wy. Como G™™P1 C S C wq, temos OPOI-C' € wi.
Dado {A : OPA € w1} C wy, concluimos que GI-C € wy, e, -0OIC €
ws, contradizendo a consisténcia de ws. Isto mostra que I' é S-consistente,
e portanto possui uma extensao maximal consistente, digamos wy. Por
definicdo de I', {A : O"A € wa} C w4, {A : 094 € w3} C wy; em outros
termos, w2R§w4,w3Rqu4. Assim § satisfaz ¢™"P4.

O

Corolério 1.3.6. =xgmnrd A sse § = A para todo § € F

1.4 Conclusao

Apresentamos neste capitulo uma introducao histérica sobre o tema da(s)
modalidade(s) e das consideragoes légicas sobre tal assunto. Vimos que o
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desenvolvimento formal das l6gicas modais sé foi possivel, de fato, apds o
desenvolvimento formal da légica proposicional basica. Apresentamos ainda
a formalizacao de alguns sistemas modais e de alguns resultados tedricos,
formais e metatedrico sobre estes sistemas (para maiores informagoes sobre
os sistemas modais ver: Modal Logic de Patrick Blackburn and Maarten
de Rijke e Yde Venema [BARVO1], Basic Modal Logic de Robert Bull e
Krister Segerberg [BS84] Modalita e Multimodalita de Claudio Pizzi e Wal-
ter Carnielli [eCP00] e sua versao em inglés Modalities and Multimodali-
ties [eCP07], Normal Multimodal Logics de Laurent Catach [Cat88], Modal
Model Theory de C. C. Chang [Cha73] Modal Logic: An Introduction de
Brian F. Chellas [Che80], Modal Logic de Alexander Chagrov and Michael
Zakharyaschev [CZ97], Basic Modal Logic de Melvin C. Fitting [Fit93], An
Introduction to Modal Logic [HC68] e A New Introduction to Modal Logic
[HC96] de G. E. Hughes e M. J. Cresswell, An Introduction to Modal Logic
(The “Lemmon Notes”) de Edward John Lemmon [Lem77]|, A Short Intro-
duction to Modal Logic de Grigori Mints [Min92|, First Steps in Modal Logic
de Sally Popkorn [Pop94] e Advanced Modal Logic de M. Zakharyaschev e
F. Wolter and A. Chagrov [ZWCO01]).
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Capitulo 2

Logica Multimodal

2.1 Introducgao histérico-filoséfica a multimodali-
dade

Faremos abaixo uma apresentacgao da légica multimodal a partir do ponto de
vista da histéria da filosofia. Como ja foi apresentado uma breve histéria da
l6gica modal no capitulo 1 deste trabalho, faremos apenas uma exposicao
complementar visando a apresentagao de alguns exemplos de questoes fi-
losoficas que envolvam a légica multimodal como pano de fundo.

2.1.1 A necessidade e o tempo

O conceito de necessidade (‘ananke’(avayke) em Grego, aparece pela primeira
vez na literatura filoséfica no seguinte fragmento de Anaximandro:

€€ @n 08 N yévecic €oTt Tolg OUGL Xal THV QLTOPAY €ig TaUTA
yiveotal xatd TO xpE@Y" Bdivon Yo adtd dixny xal tioty dAAnAoLg
ThHS AdWlag XATA THY TOL XPOVOU TAELY

“ex hon de he génesis esti tois otlisi kal ten phthoran eis tatita
ginesthai kata to kheredn; didénai gar auta diken kai tisin allélois
tés adikias kata ten tou khrénou taxin.”

“De onde as coisas tiram o seu nascimento; de fato, recipro-
camente pagam a pena e a culpa da injustica, segundo a ordem
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do tempo.”

Nietzsche traduziu o trecho acima da seguinte maneira:

“De onde as coisas tém seu nascimento, para la também de-
vem afundar-se na perdicao, segundo a necessidade; pois elas
devem expiar e ser julgadas pela injustica, segundo a ordem do
tempo.”

Abaixo, uma traducao feita por Cavalcante de Souza do trecho de Anax-
imandro:

“...principio dos seres...ele disse (que era) o ilimitado...pois
donde a geracao é para os seres, é para onde também a cor-
rupcao se gera segundo o necessario; pois concedem eles mesmos
justica e deferéncia uns aos outros pela injustica, segundo a or-
denagao do tempo.”

Segundo Reale ([Ant03] p. 20), no fragmento citado hd uma ligagao entre
nascimento e dissolucao, culpa e injustica, e da necessidade com a expiacao
desta culpa. O tempo é tomado como juiz para com a injusti¢a da imposicao
dos contrarios. (outros pré-socréticos apesar de usarem o termo necessidade
nao os fazem da maneira como é feito por Anaximandro). A causa da origem
das coisas é uma espécie de “injustica”’, a causa da dissolucao e da morte
das coisas é uma espécie de “expiacao” de tal injustica.

Nota-se ainda que, neste fragmento pré-socratico, aparecem os conceitos
de necessidade e de tempo. Esta deve ser também a primeira vez que temos
o uso do conceito de tempo na literatura filoséfica. E de fato curioso que tais
conceitos aparecam juntos em um mesmo fragmento quando estes sao usados
pela primeira vez com relagao aos textos pré-socraticos (dentre aqueles que
temos acesso hoje em dia). Portanto é natural pensarmos uma relagao entre
tais conceitos em seus usos primitivos.

Para Anaximandro o principio de todas as coisas era infinito e da mesma
forma os mundos existentes era em numero infinito. Cada mundo tem nasci-
mento, vida e morte, e o mundo atual coexiste com intimeros mundos que
também nascem e morrem de modo andlogo (cf. [Ant03]). Podemos assim
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notar um germe do que existe hoje em termos de seméntica dos mundos
possiveis (sobre Anaximandro ver ainda os estudos dos fildsofos Heidegger e
Nietzsche [Hei78] e [Nieb4]).

No ambito da cultura grega o conceito de necessidade tem seu principal
desenvolvimento filoséfico com a obra de Aristoteles. O significado mais
geral de necessidade encontrado nos escritos do peripatético (Aristételes) é
o que define necessidade como “aquilo que tem que ser assim e nao pode ser
de outra maneira”. Essa defini¢do aparece na Metafisica (1015a e 1015b).

Ha na obra aristotélica um grande desenvolvimento sobre conceitos modais
aléticos, ou seja, aqueles que tratam do modo como a verdade estd sendo en-
tendida. As sentencas nesse caso podem ser verdadeiras por necessidade ou
nao, ou serem apenas “possivelmente” verdadeiras, em outros casos ainda
dizemos algo como “contingentemente” verdadeira. Uma importante re-
feréncia com relacao aos estudos sobre as modalidades aléticas tratadas por
Aristételes é a obra de Jaako Hintikka: Time and necessity. Como o préprio
titulo da obra indica, Hintikka faz um estudo das inter-relagoes entre modal-
idades aléticas e modalidades do tempo (passado, futuro etc.) na obra do
estagirita (Aristételes) (cf.[Hin]).

Aristételes distingue diferentes tipos de potencialidades em [Met. A, 12].
Observa-se também que hd um contraste dos chamados potenciais. Alguns
fatos potenciais sdo chamados assim porque sao fontes de mudancas ou movi-
mento. Outras potencialidades nao envolvem relagdo com o movimento [ver
inicio de Met. ©, 6]. Da mesma forma hd um contraste entre possibilidade
que envolve mudanca e possibilidade que é equivalente & “nao necessari-
amente falso”. Assim temos uma diferenca entre possibilidade prépria e
contingéncia.

Outra questao interessante é sobre o valor de verdade das sentengas que
envolvem a nogao de tempo. Os termos que costumam gerar incomodos
logicos se refere ao tempo presente. O problema estd na variagao do valor
de verdade de palavras ou expressoes como “agora”’ ou “nesse instante”. Por
exemplo, uma frase como “agora estd chovendo” devera ser considerada in-
completa com relagao ao seu valor de verdade por este nao estar determinado
univocamente.

As frases modais temporais podem ser divididas em duas classes: as
definidas e as indefinidas. As definidas estdao formuladas como datas e as
indefinidas com nogoes abertas de temporalidades, ou seja, termos como
“agora”, “é dia”, “hoje” etc.

As nogoes modais aléticas em Aristoteles sao as vezes relacionadas de
certa forma com as nocoes modais temporais. Essa relacao entre tempo
e necessidade diferencia o modo como os antigos entendiam a necessidade
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do modo como os modernos a entendem. Aristételes ainda diferencia o
“necessario” (apoditico) e as verdades gerais (assertdricos), ou seja entre
necessidade e universalidade. [Aristételes; Reth. IIT 141 8* 3 - 5; Eth. Nic.
VI 2. 1139° 7 - 9; De Caelo I 12283° 13ss] ( Time and Modality, cap IX [Hin].

H4a uma acepcao sobre a inter-relacdo do temporal e do alético que,
indiscutivelmente, tem desempenhado um papel muito mais importante na
histéria do pensamento ocidental - na histéria da metafisica, teologia, logica,
filosofia da natureza e mesmo poesia especulativa - que qualquer outra
acepcao com respeito a seus relacionamentos. Essa acepcao é a de que algo
que ¢é possivel tem que ser realizado em algum ponto do tempo (no passado,
no presento ou no futuro). [Hintikka; Time and Modality] [Moderns stud-
ies in philosophy: Leibiniz; Leibniz on plenitude, relations and the “reign
of law”] [Arthur O. Lovejoy; “The principle of plenitude”]. Essa acepcao
ganhou o nome de principio da plenitude.

O historiador das idéias, Arthur O. Lovejoy, foi o primeiro pensador
moderno a discutir filosoficamente este importante principio. Agostinho
trouxe este principio dos neo-platonicos para a teologia crista primitiva. O
argumento ontolégico de Anselmo usa a implicagao do principio para mostrar
que a natureza deve ser tao completa quanto possivel, e argumenta sobre a
existéncia de uma perfeicao no sentido de uma “completude” da natureza. A
crenga de Tomas de Aquino na plenitude de deus conflita com a crenca de que
deus tem o poder de nao criar tudo o que pode ser criado, e portanto rejeita
o principio. A insisténcia de Giordano Bruno sobre as infinidades de mundos
nao foi baseada nas teorias de Copérnico, ou na observacao, mas na aplicagao
desse principio a deus. Leibniz acreditava que o melhor dos mundos possiveis
atualizava todas as possibilidades genuinas e argumentou, na Teodicéia, que
o melhor dos mundos possiveis contém todas as possibilidades e que por
termos apenas uma experiencia finita da eternidade nao podemos chegar
a um termo sobre disputas envolvendo a perfeicao. Kant endossava neste
principio mas nao em sua verificagdo empirica.

Em termos contemporaneos podemos pensar a aplicacao do principio
de plenitude no chamado “Infinite monkey theorem”. O “Infinite mon-
key theorem” e a lei zero-um de Komogorov, formulados por matematicos
contemporaneos, ecoa o principio da plenitude. Pode-se ver também que
tal principio ajuda a sustentar posicoes em fisica contemporanea especifica-
mente a interpretacdo dos muito-mundos da mecéanica quantica e as espec-
ulagoes cornucopianas de Tipler Frank do estado final do universo.[Lovejoy,
A. O., 1957 (1936). “Plenitude and Sufficient Reason in Leibniz and Spinoza”
in The Great Chain of Being, A Study of the History of an Idea, 1933. Har-
vard UP: 144-82.] [Erkka Maula; Plato on plenitude, 1967 12-50].
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Formalizagao do principio da plenitude: Cada possibilidade é realizada
em algum momento do tempo.

Seja T a formulacao deste principio de modo a estar de acordo com as
intencoes de Aristételes. Assim temos:

(T) Nenhuma possibilidade genuina permanece inatualizada durante toda
a infinidade do tempo.

(T)1 O que nunca é, é impossivel.

(T)2 O que sempre é, é por necessidade.

2.2 Formalizacao das légicas multimodais

As légicas multimodais sdo definidas “por sistemas com um conjunto ar-
bitrario de operadores modais que representam diversas modalidades e suas
combinagoes” (“Le logiche multimodali sono sistemi con un insieme arbi-
trario di operatori modali che rappresentano diverse modalita e loro com-
binazioni”. (cf. [Carnielli e Pizzi 2000] cap. 6 p. 127) Sabemos que
as modalidades nao sao conceitos faceis de compreender. H& muitas difi-
culdades quando tratamos de simples modalidades. Algumas modalidades
lingiiisticas talvez nao possam ser tratadas logicamente.

Um exemplo do emprego da multimodalidade consiste na representacao
da propriedade de demonstrabilidade através da nog¢ao modal. O sistema
modal que é conhecido por ter tais caracteristicas é o sistema resultante
da adigdo do axioma GL (O(Op — p) — Op) a K4. Este sistema, assim
construido, é capaz de representar formalmente a idéia de demonstrabil-
idade na aritmética de Peano. Podemos, portanto, a partir deste sistema
fazer um tratamento modal do Segundo Teorema de Incompletude de Godel.
Seguindo Smorinsky, é possivel também introduzir um outro operador modal
04, que representa a demonstrabilidade relativa a uma outra teoria. Obte-
mos deste modo uma sistema bimodal em que é possivel demonstrar a com-
pletude via semantica de mundos possiveis de tipo multirelacional.

As l6gicas multimodais ainda podem ser vistas como extensoes da logica
proposicional. Neste caso estes sistemas seriam dados por acréscimos de um
ou mais operadores modais nao-verofuncionais a logica proposicional.

Uma qualidade interessante destas logicas é a capacidade que elas tém
de traduzir o conceito de “cendrio”. O conceito de cendrio é importante no
tratamento légico questoes epistémicas. Encontramos também o uso dos sis-
temas multimodais na logica do tempo e na légica dinamica. Existe ainda a
possibilidades de inter-relacoes entre operadores temporais e dindmicos, tem-
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porais e epistémicos, aléticos e temporais, temporais e deonticos, etc. Cada
uma destas inter-relacoes remete a problemas filoséficos especificos. Deste
modo os sistemas podem ser heterogéneos ou homogéneos. Homogéneos
quando os diversos operadores modais se comportam da mesma forma, het-
erogéneos quando eles nao se comportam assim. E muito facil nos convencer-
mos de que existem infinitos sistemas heterogéneos com distintos graus de
complexidade. Queremos introduzir aqui uma teoria geral da multimodali-
dade. Tal teoria deve cobrir uma parte substancial do conjunto de sistemas
multimodais possiveis, sem que, com isso se tenha a pretensao de abarcar
todos estes sistemas (ver [Gol87]).

2.2.1 Linguagens multimodais

“Uma linguagem multimodal proposicional é definida como uma extensao da
linguagem proposicional construida gracas a um conjunto PM de parametros
modais atdomicos e ao conjunto ‘Var’ de enunciados atdémicos (ou varidveis
proposicionais)” (cf. [eCP00] cap. 6 p. 129 e [eCP07| cap. 7). Definiremos
abaixo um cdlculo dos operadores modais que consiste em definir operadores
modais complexos a partir de parametros atomicos, passando ainda por uma
representagao paramétrica. Esta representacao dos operadores modais nos
permite definir e tratar simultaneamente uma ampla classe de operadores
modais a partir daqueles atémicos.

2.2.2 Formacao dos operadores multimodais

A classe PM dos parametros multimodais é definida por PM pelo fechamento
com respeito a trés operadores de formacao U, e e .

(1) Se a é um operador modal atémico entao a € PM,

(2) Seja A o operador modal identidade, A € PM;

(3) Sea,be PM, entao aUb € PM eaebec PM,

Por fim, a classe OM dos operadores multimodais é definida do seguinte
modo: se a € PM entao [a] € OM.

Podemos interpretar os elementos de OM da seguinte maneira: O oper-
ador multimodal [a Ub] é uma funcao multimodal comum aos agentes a e b.
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O operador [a e b] representa uma fungao modal do agente a sobre o agente
b. Esta interpretagao nao é a unica. Um outro modo de interpretar os op-
eradores multimodais consiste em considera-los como processos. Neste caso
temos um tratamento formalizado das nogdes de processo serial (no caso de
[a ® b]), processo paralelo (no caso de [a U b]) e do processo identidade (no
caso de [A]). O operador modal neutro 0 opera como constante, interpretada
como “il programa di fermata” (o programa de parada). Esta interpretagao
processual da légica multimodal é inspirada na légica modal dinamica.

Acrescentando uma cldusula as clausulas de formagao de FBF das l6gicas
modais temos as cldusulas de formacao de FBF das 1égicas multimodais. A
cldusula a ser acrescentada é a seguinte:

Se A€ FBF e a € OM entao [a|A € FBF.
Para qualquer operador [a] definimos o seu dual como:
<a>A =df ﬁ[a]—'A.

A idéia chave que sera usada para definir a semantica da légica multi-
modal é que a todo parametro modal a se associa uma relagao R, de modo
tal que a satisfactibilidade da férmula modal [a]A e < a > A em um mundo
w de um certo modelo M pertencente a um universo W seja dada por duas
condigoes.

(i) M, w = [a] A sse Vw, € W(wR,w; — M, wy = A)
(ii) M, w =< a > A sse Jw; € W(wRswi AIM,wy = A)

As condigoes acima sdo generalizacoes diretas dos sistemas modais ja
vistos nos capitulos anteriores. Além do mais, aos parametros modais com-
plexos (isto é, aqueles obtidos através de aplicagdo de U, e \) devemos
associar novas relagoes bindrias iniciais. Como conseqiiéncia temos que a
légica multimodal pode ser vista como uma &lgebra (ou célculo) de relagoes
bindrias (cf. [Tar41] e [Tar51]).

Generalizagoes mais ou menos diretas dos sistemas D, T, B, S4 e S5 sao
propostas por diversos autores. Suponha, por exemplo, varias modalidades
a saber: Op1, Opa, ., Opr € Op1, Oy, Ops. A partir destas modalidades
podemos introduzir novos axiomas que generalizam aqueles de D, T, B, S4
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e S5. Como exemplo podemos formular a seguinte generalizagao de B:
A— I:lklDk2...Dkr<>p1<>p2...<>p5A

A demonstragao de completude de tais sistemas é obtida gracas a uma
generalizacao adequada dos modelos candnicos.

2.2.3 Axiomatizacao dos sistemas multimodais

Para a aproximacao geral sobre sistemas multimodais, seguiremos [eCP00]
e [eCP07] e adotaremos a classificagao dos sistemas multimodais em ordem
de complexidade.

A ordem de complexidade é usada para definir trés classes de sistemas a
saber:

(1) Os sistemas basilares (basilari): que incluem os axiomas de interagao
e de interacgao estrita.

(2) Os sistemas afirmativos: que inclui outros axiomas aos sistemas basi-
lares. Os axiomas acrescentados sao da forma G(a,b, ¢) que generalizam os
precedentes.

(3) Os sistemas Catach-Sahlqvist, que incluem uma generalizagao ainda

mais ampla do que a precedente. Chamamos esta férmula de “Axiomas de
Catach-Sahlqvist”.

2.2.4 Sistemas basilares: Axiomas do tipo G(a,b,c,d)

A base destes sistemas serd o sistema PC. A este sistema acrescentaremos
axiomas e regras multimodais.

(a)Axiomas para operadores multimodais
Para Todo a,b,... € PM:

(i) [a U b]p = [a]p A [b]p (axioma dos processos paralelos)
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(ii) [0]p, para todo p (axioma da parada)

(iii) [a @ b]p = [a][b]p (axioma dos processos seriais)
(iv) [A]Jp = p (axioma do processo neutro)

(b) Axioma de normalidade

la](p — q) — ([a]p — [alq) para algum a € PM
(c) Axiomas de interagao estrita

Gobed =a¢r< a > [b]p — [c] < d > p para parametros arbitrarios a,b, c,d
em PM

Os axiomas G**%? sdao denotados por G(a,b,c,d); usaremos, de agora
em diante, esta notacao.

(d) Regra de Necessitagao Multimodal
RN, = o =F [a]a para todo a € PM

E interessante notar que os axiomas de interacao estrita satisfazem a
equivaléncia:

G(a,b,c,d) = G(c,d,a,b)

Este resultado se obtém facilmente por contraposicao e pela definicao de
<a>.
E facil ver ainda que os axiomas da forma:

GmmPa . GMOny — OPOp

Sao casos particulares de G(a,b,c,d) Este esquema de axioma pode ser
usado para definir a classe de sistemas G™"P1. Devemos lembrar, no entanto,
que no caso de G"™™P? os parametros sdo nimeros naturais enquanto no caso
multimodal os parametros sao modais.

A interpretacao dos diferentes tipos de operadores multimodais é bem
préxima da interpretacao que é feita na légica modal dindmica acerca sobre
os diferentes processos dinamicos.
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Desta forma terfamos a seguinte interpretacao:

(i) O axioma dos processos paralelos [a Ub]p = [a]p A [b]p pode ser enten-
dido como: “p seréd verdadeiro depois da execucao de [a U b] se, e somente
se, p serd verdadeiro depois da execucao de a e p serd verdadeiro depois da
execucao de b”.

(ii) O axioma dos processos seriais [a ® b|p = [a][b]p pode ser entendido
como: “p serd verdadeiro depois da execucao de aeb se, e somente se, depois
da execucgao de a serd verdadeiro que depois da execucao de b serd verdadeiro

que p.

Se os Axiomas de Normalidade e a Regra de Necessitagao sao introduzi-
das apenas por operadores atdémicos, é facil provar que tais propriedades se
estendem a todos os operadores multimodais.

Proposicao 2.2.1. Para todo ¢ € PM wale:

(i) [c](p — q) — ([c]p — [clq)

(ii) F a =+ [ca

Demonstrag¢ao. Por indugao sobre a complexidade dos operadores modais:
(1) Se ¢ é atomico o resultado vale por definigao.
(2) Se ¢ é A, o resultado é ébvio.
(3)SecéaUb:

[aUbl(p — q) = ([al(p — @) A [bl(p — ¢)) (Axioma)
[aUblp = [a]p A [b]p (axioma)

[a U blq = [a]g A [blg (axioma)

. [a](p — q) — ([a]p — [a]q (hipdtese de indugao)

. [6](p — q) — ([b]p — [b]g (hipdtese de indugao)
[aUblp — ¢ (hipétese 1)

[a U b]p (hipétese 2)

. [a](p — q) (de f., a. por MP e regra A)

© a0 o

50 e
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i. [b](p — q) (de e., a. por MP e regra A)

j- [a]lp A [b]p) (de g., b. por MP e regra A)

1. [a]g A [b]q) (de d., e., h., i., g., por MP e regra A)

m. [aUblg (del. ec.)

n. [aUbl(p — q) — (JaUblp — [aUblq) (de f., g., i. por teorema da

deducao)
O

A seguir daremos alguns exemplos de sistemas basilares particulares.
Tais sistemas possuem os axiomas da forma G(a, b, ¢, d). Para formal-
izacao desses axiomas usaremos dois operadores modais distintos: 0y = [a]
e Oy = [b]

K 2: Oop — Opp dado por G(A, b, a, \)

D 2: Ogp — <Oqp dado por G(A, b, A, a)

Bj 2: p — 0;<0gp dado por G(A, A, a,b)

41 9: Oyp — Oz0;p dado por G(A,a,bea,\)

51,2: C1p — O2$0p dado por G(a, A, b, a)

41 9: Og1p — O 4 Ogp dado por G(A\,bea,aUb,\)

Apesar do esquema G(a, b, ¢, d) ser uma generalizagao bastante eficiente,
sabemos que nao se pode reduzir qualquer axioma a ele. Por exemplo, os
axiomas pertencentes a algumas légicas dinamicas nao podem ser represen-
tados por este esquema. Tais axiomas possuem as seguintes formulacoes.

[bla — ([a]a — [a][blar)

[b)(er — [a]e) — ([a]er — [b]ev)

2.2.5 Modelos relacionais multimodais e completude

E natural pensarmos que os sistemas multimodais devem possuir uma seméantica
que envolva mundos possiveis e relagoes de acessibilidade. Podemos pensar
ainda que tais relagoes devam ter interagoes e compor novas relagoes. Deste
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modo devemos trabalhar com operagoes sobre relacoes de acessibilidade.
Mostraremos abaixo que para entendermos a estrutura geral dos modelos
multimodais, basta definirmos certas operacoes operagoes fundamentais e
algumas relagoes especiais.

Seja W um conjunto qualquer denominado conjunto de indices (esta
nocao generaliza aquela de conjunto de mundos possiveis. Uma relacao
bindria é um subconjunto qualquer do produto cartesiano W x W. Defini-
mos, entao, algumas relagoes particulares a saber:

(i) A relacao vazia: 0 = 0);

(ii) A rlacao total: 1 =W x W;

(iii) A relagao diagonal ou identidade: I = {< wy, w1 >: wy € W}

Definimos agora as seguintes operagoes sobre as relacoes:

(1) Unidao: RUS = {< wy,wa >: wiRwa V w1 Swa};

(2) Interseccao: RN S = {< wy,wy >: wyRwy A wySws};

(3) Composigao: Re S = {< wy,ws >: Jws(w; Rws A wzSwa)}

(4) Complemento: R® = {< wy,wy >:< wy,wy >¢ R};

(5) Inverso: R™! = {< wy,wy >:< wy,w; >€ R};

(6) Implicagao relativa: R = S = {< w1, wy >: Vws(w; Rws — wsRws)};

(7) Restrigao: R < S = {< wy,ws >: w1 Rwa A Jws(wsRwy)}.

A composicao de relagoes R e S é chamada as vezes de produto relativo,
e podemos encontrar na literatura a seguinte denotagdo R/S chamada de
redugao.

As operacoes definidas acima sdo usadas como ferramentas para se tra-
balhar com as relagoes de acessibilidade e serao cruciais para a demonstracao
de completude dos sistemas. Em particular, a operacao de implicacao rela-

tiva e a operacao de restricao sao essenciais na demonstragao de completude
dos sistemas afirmativos axiomatizados pelo esquema G(a, b, ¢).
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Dado que a completude dos sistemas basilares (axiomatizado pelo es-
quema G(a,b,c,d)) é um caso particular da completude dos sistemas afir-
mativos (axiomatizados pelo esquema G(a,b, ¢), julgamos conveniente ap-
resentar duas provas distintas de completude dos sistemas afirmativos, uma
para os sistemas basilares e outra para os sistemas afirmativos. No primeiro
caso a prova é um pouco mais simples. Para tal serd empregado um operador
p que associa parametros modais a operagoes sobre relagoes. No segundo
caso temos uma prova mais elaborada. Usaremos neste caso uma operacao
F¥ que associa formulas afirmativas a operacoes sobre relacoes. A operacao
p pode ser obtida a partir da operacao F'¥, o que esclarece o modo como
a demonstracdao de completude para os sistemas basilares pode ser obtida
como o caso particular daquela para os sistemas afirmativos.

Definicao 2.2.2. Uma estrutura multirelacional (ou multiestrutura) é um
par FF =< W, > na qual W é um conjunto de indices, e {2 é um conjunto
de relacoes binarias sobre W.

Se < W, Q1 >, < W, Q9 >, ..., < W, Q, > sao multiestruturas sobre W,

entao a uniao destas multiestruturas é a multiestrutura < W, { Ry, Ra, ...., Ry, ...

tal que todos R; € UQi<j<p.
Se L é um sistema multimodal normal, FF =< W, Q > é uma multiestru-
tura para L se existe uma funcao p: OM — Q que satisfaca:

(1) p(A) = I (Relago de Identidade)
(2) p(aUb) = p(a) U p(b) (Unido)

(3) p(a eb) = p(a) e p(b) (Composigao)
(4) p(0) = 0 (Relagio Vazia)

Vale a pena observar que os simbolos U e e usados acima possuem dois
significados distintos: a U b e a e b denotam operacoes sobre parametros
modais, p(a) U p(b) e p(a) @ p(b) denotam operagoes sobre relagoes (uniao e
composicao de relagdes respectivamente).

Os conjuntos de férmulas consistentes maximais sao definidos exata-
mente como no caso monomodal (o que se justifica, obviamente, pelo fato
de que esta nogao é independente dos sistemas légicos a que se aplica).
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Proposigao 2.2.3. Proposi¢ao (6.3)

Seja w um conjunto consistente mazximal em um sistema L, e «, (3
formulas arbitrdrias, entao:

(i) a € w sse wt «;

(ii) o € w sse o ¢ w;
(11i) o € w ou ~av € wy

(iv) a NP €w sse  €w e B € w;

(v)aVpBewea— 3w, entdo f € w
Demonstragcao. Andlogo ao caso monomodal.

Proposicao 2.2.4. Proposi¢io 6.4

Todo conjunto consistente de formulas I'g pode ser estendido para um
conjunto consistente mazrimal w.

Demonstragcao. Analogo ao caso monomodal.

Definicao 2.2.5. Multimodelo
Um multimodelo M =< W,Q,V > baseado sob uma multiestrutura
F =< W,Q > é dado pela adicao de uma valoragdo V a essa estrutura

que associa a cada férmula atémica um conjunto de mundos em W (os ca-
sos sao andlogos aos que foram tratados no cap. 5 de [Carnielli e Pizzi 2000]).

Definigao 2.2.6. Multimodelo canonico
Um multimodelo M =< W, 2,V > para L é dito canonico se:

(1) W = W é a classe das extensdes maximais consistentes de wy, wo, ...
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(2) V.= V1 é a funcio que associa a toda férmula atéomica p uma sub-
classe de mundos {w € W : p € w}

(3) Para cadaa € OM,a € L e w € WF vale:

<a>acwsse (Fw; € WE)(wRw A a € wy)

Definigao 2.2.7. Verdadeiro em um mundo da multiestrutura:

A nocdo de verdade de uma férmula em um mundo da multiestrutura
(M, w |= «) é definida no modo usual com a adi¢ao da seguinte cldusula:

M, wy = [a]a sse M, ws |= « para todo we tal que < wy,ws >€ p(a)

Abaixo temos um teorema que é usado para a demonstracao da comple-
tude para a légica multimodal.

Teorema 2.2.8. Teorema fundamental, primeira forma:

Se M =< W, Q,V > € um modelo canonico para L, w1 € W e a uma
formula multimodal, entdo M,w; |= « sse o € wy.

Temos agora um método geral para se provar a completude para um
sistema L. Este método consiste em separar uma certa classe de modelos
canonicos através das propriedades de classes de relagoes (isto é, por uma
condigao C caracteristica). Obtemos desta forma dois resultados fundamen-
tais:

(1) Corregao de L: Todos os axiomas « de L sao validos em todos os
modelos que satisfazem a condicao C.

(2) Completude de L: Se « ¢ vélida em todos os modelos que satisfazem
a condicao C, entao « é um teorema de L.

Uma forma equivalente de completude consiste em provar que: se «

é consistente, entao « é vélida em ao menos um modelo que satisfaca
a condicao C. Sabe-se que um modelo candnico préprio pode sempre ser
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definido. Temos portanto que mostrar que um modelo canénico préprio M
para o sistema S satisfaz a condicao C.

Definicao 2.2.9. Multimodelo canénico préprio

Um multimodelo canénico M =< W, Q,V > é préprio se toda relagao
de acissibilidade em €2 é definida deste modo:

wRyw'sse{<a>a:acw'} Cw
De modo equivalente podemos definir esta condigao da seguinte forma:

wRew'sse{a : [a]a € w} Cw'

Uma forma mais geral para esta equivaléncia se segue abaixo. Tal forma
serd usada na demonstracao de completude.
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Capitulo 3

Semantica algébrica para a
l6gica modal

3.1 Introducgao

Comecaremos este capitulo com uma breve apresentacao dos conceitos de
semantica e completude para sistemas légicos. Em seguida, abordaremos
a tematica da seméantica algébrica. Este tipo de seméntica é interessante
quando relacionada as légicas modais, pois é um exemplo de semantica que
nao faz referéncia a mundos possiveis. Apresentaremos um resultado de
completude para as légicas modais baseado nos artigos de Lemmon Algebraic
Semantics for Modal Logic I and II [Lem66]. Por fim, mostraremos que
as semanticas algébricas para as légicas modais podem ser consideradas
adequadas uma vez que existe o teorema de representacao para as algebras
modais.

3.2 Semantica

“A semantica de uma lingua natural ou formal, é o conjunto de regras e
principios de acordo com os quais as expressoes dessa lingua sao interpre-
tadas” [JB06]. Desta forma, a semantica é uma area do conhecimento que
tem por tema o significado dos termos de uma linguagem. Na definigao
acima também aparece o conceito de “interpretacao”. Esta interpretacao
consiste em estabelecer:

(1) O sentido das diversas expressoes (simples ou compostas) de uma
linguagem.
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(2) A referéncias dessas mesmas expressoes.

Os itens acima remetem ao problema ja conhecido sobre referéncia e
sentido (ver [Fre92]). Este problema é posto para as linguagem formais de
maneira sui generis. A tarefa central da interpretacao de uma linguagem
formal é a construcao do conceito de verdade para uma dada interpretacao.
A partir deste conceito de verdade em L (L é uma linguagem formal qual-
quer) é possivel definir os conceitos restantes da semantica.

Definicao 3.2.1. Modelo: Uma interpretagao I de L é um modelo de um
conjunto I' de férmulas de L se, e somente se, todas as férmulas de L resul-
tam verdadeiras para I.

Definicao 3.2.2. Consisténcia: Um conjunto I' de férmulas de L é consis-
tente se, e somente se, I' tem um modelo.

Definigao 3.2.3. Férmula logicamente valida: Uma férmula ¢ de L é logi-
camente vélida (denotagao =1 ¢) se, e somente se, em todas as I que sdo
modelos de I', ¢ é verdadeira.

Definidos os elementos basicos de uma semantica para uma linguagem
formal temos em m&aos os instrumentos para a obtengao de resultados metatedricos.
Como exemplos de tais resultados temos as provas de consisténcia e comple-
tude semantica para os sistemas formais. Em geral esses resultados fazem
parte do que chamamos teoria de modelos.

Neste trabalho iremos nos concentrar nos resultados de completude dos
sistemas modais. Grosso modo, dizemos que um sistema é completo se tudo o
que queremos que seja teorema (ou seja, as férmulas validas ou verdadeiras)
¢é de fato teorema. Segundo Church, a nogao de completude, assim como a
de consisténcia tem uma motivacao seméantica. A idéia é que os teoremas
nao devam ser conflitantes com as suas interpretacoes ([Chu56] pg. 109).

Podemos dizer que um dos maiores projetos que encontramos ao estu-
dar légica é o de se construir um sistema, ou conjunto de sistemas, que
contenha(m) todas as verdades da ldgica pura. Isto ainda nao foi feito,
podemos entao perguntar; e as verdades da logica proposicional, ja foram
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formalizadas em algum sistema? A resposta a essa pergunta é afirmativa e
podemos encontrar varias provas diferentes para essa resposta (ver Introduc-
tion to mathematical Logic [Chub6], Mathematical Logic [?], Model Theory
[Kei92], Introduction to Mathematical Logic [Men97] etc. para maiores in-
formagoes sobre a légica proposicional). Comecemos entéo a analisar o caso
proposicional para entao passarmos para a légica modal, que é um exemplo
de sistema estendido da logica proposicional.

Em primeiro lugar, notemos que a linguagem da légica proposicional é
adequada para expressar qualquer funcao veritativa (ou funcao de verdade).
Isto nao significa que a linguagem da légica proposicional é capaz de expres-
sar qualquer verdade sobre fungoes veritativas (fungoes de verdade). A lin-
guagem proposicional nao pode, por exemplo, expressar a verdade de que ex-
iste um numero infinito enumeravel de distintas fungoes veritativas. Porém
podemos provar (i) que a linguagem da légica proposicional (que contenha
como conectivos = e — ) é adequada para expressar as fungoes veritativas
(cf. [Hun73] pp 62-67). A partir deste resultado podemos entdo mostrar
que: (ii) qualquer férmula verofuncional ¢ com conectivos arbitrarios pode
ser correlacionada a uma unica férmula na forma normal disjuntiva e com a
mesma tabela de verdade. (iii) Qualquer férmula na forma normal disjuntiva
pode ser correlacionada a uma tnica férmula da linguagem proposicional que
tenha a mesma tabela de verdade que a primeira. Nada nos quarante, en-
tretanto, que esta relagao seja 1-1.

A completude serd a idéia chave deste capitulo. Discutiremos um tipo
especial de semantica (a semantica algébrica) e o resultado de completude
desta semantica para certos sistemas modais.

3.3 Semantica algébrica

Ao analisarmos a histéria da légica modal no século XX (ver capitulo 1
do presente trabalho) observamos que as légicas modais foram estudadas
primeiramente a partir de estruturas algébricas. Hugh MacColl foi o primeiro
a fazer uma andlise algébrica das proposi¢oes modais. Seu trabalho apare-
ceu na revista Mind entre 1880 e 1906 em uma série de artigos sob o titulo
Symbolic Reasoning(ver Mathematical Modal Logic: a View of its Evolution
[Gol00] p. 4). A conjuncao segundo MacColl era simbolizada por ab, e a+b
foi usado para simbolizar a disjungdo. A implicacao entre a e b (a implica
b) tinha a seguinte forma: a : b e a equivaléncia ficou a = b. A definigao
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de equivaléncia era a mesma que conhecemos hoje em dia, ou seja, a com-
posigao de duas implicagoes (a : b)(b : a). Para a negagao MacCol usou o
simbolo ’. Assim, a’ representava a negacao de a.

Boole usou @ = 1 e a = 0 para “a é verdadeiro” e “a é falso” respecti-
vamente, porem deu um aspecto modal as suas defini¢oes por causa de sua
leitura temporal destas (a é sempre verdadeiro e a é sempre falso) (ver An
Investigation of the Laws of Thought on Which are Founded the Mathemat-
ical Theories of Logic and Probabilities [Boo54| capitulo XI). MacColl usou
as letras gregas € e n para se referir aos conceitos de ‘certeza’ e ‘impossibil-
idade’. Tais letras faziam o mesmo papel que o 0 e 1 do trabalho de Boole.
Mais tarde MacColl ainda introduziu o simbolo € para designar aquilo que
nao é nem certo nem impossivel. Por fim, as expressoes: (a =€), (b = 7)
e (¢ = 0) expressavam ‘a é certeza’, ‘b é impossivel’ e ‘c é varidvel’ (nem
certeza, nem impossivel). Tais férmulas foram abreviadas por questao de
simplicidade. Suas novas formas eram: af, b" e ¢?. Foram acrescentados
ainda as seguintes férmulas: d” para ‘d é verdadeiro’ e e* para ‘e é falso’.
Desta forma, a expressao a : b era equivalente a (ab’)” (é impossivel que a e
nao-b).

Nos dias de hoje, temos visto um renovado interesse sobre a dlgebra de-
senvolvida por MacColl. Por exemplo, o periddico The Nordic Journal of
Philosophical Logic abriu espaco para o estudo dos trabalhos citados acima.
Em particular o artigo Hugh MacColl and the Algebra of Strict Implication
de Stephen Read (ver [Rea98]) apresenta uma argumentacao sobre a inter-
pretagao do sistema apresentado por MacColl como sendo a légica modal T
desenvolvida mais tarde pelos trabalhos de Feys e von Wright (ver Mathe-
matical Modal Logic: a View of its Evolution [Gol00).

Antes de comecarmos o estudo das dlgebras modais devemos distinguir os
diferentes sistemas modais. A distin¢do entre sistemas modais pode ser feita
a partir de matrizes. Um importante teorema acerca da caracterizacao dos
sistemas modais a partir de matrizes se deve a Dugundji que em 1940 pub-
licou seus resultados que mostravam a nao possibilidade de termos matrizes
finitas caracteristicas para alguns sistemas modais. Existem ainda outras
técnicas para a distingao dos sistemas modais. Duas das mais importantes
destas técnicas sao, o método algébrico empregado por McKinsey e Tarski
(1941 e 1948) (ver A Solution of the Decision Problem for the Lewis systems
S2 and S4, with an Application to Topology [McK41] e Some Theorems about
the Sentential Calculi of Lewis and Heyting [Tar48b]) e o método semantico
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de Kripke (1959 e 1963) (ver A completeness theorem in modal logic [Kri59]
e Semantic analysis of modal logic I. Normal modal propositional calculi
[Kri63]). Os artigos escritos por Lemmon na década de 60 tém por obje-
tivo apresentar uma sintese destes dois métodos. Um interessante resultado
mostrado nestes artigos é que a completude semantica pode ser deduzida de
resultados algébricos por meio de um teorema central. No primeiro artigo
Lemmon tem por objetivo mostrar que método algébrico McKinsey-Tarski,
que é bem sucedido quando aplicado ao sistema S4, pode ser estendido para
um grupo de seis sistemas modais onde o mais forte destes sistemas é o
T. O segundo artigo trata de sistemas mais fortes e tinha-se como projeto
um terceiro artigo que trataria da logica modal quantificada para todos os
sistemas vistos (este terceiro artigo ndo chegou a ser escrito).

O método usado para trabalhar esses diferentes sistemas modais sera o
mesmo. Primeiro se estabelece uma correlagao entre as matrizes regulares
para cada sistema e um certo tipo de algebra. Depois, usando as matrizes de
Lindenbaum prova-se que cada sistema tem a propriedade do modelo finito
e portanto que sao decidiveis. Uma conseqiiéncia disto é que poderemos
restringir a nossa atencao para algebras finitas. Por ultimo serd estabelecido
o teorema de representacao para cada sistema em termos de uma algebra
baseada no conjunto de todos os subconjuntos de um dado conjunto. Essas
representagoes resultam na conexao entre o ponto de vista algébrico e o ponto
de vista da semantica dos mundos possiveis (ou semantica de Kripke).

3.3.1 Sistemas modais fracos

Os sistemas modais fracos costumam nao receber uma atengao especial dos
filosofos. Talvez porque parece que tais sistemas nao consigam dar conta
da diversidade de interpretacoes filoséficas sobre as modalidades. Todavia,
do ponto de vista da teoria geral da semantica, tais sistemas tem sido mais
observados, pois é apenas através do estudo das légicas modais fracas que
podemos nos dar conta das limitagoes existentes com relacao a semantica
padrao atual (ver Some remarks on (weakly) weak modal logics [Sch81]).
Chamaremos de fraco (seguindo Lemmon, Algebraic Semantics for Modal
Logic I, [Lem66] os sistema mais fracos ou equivalentes a T. Apresentamos
a seguir os sistemas a serem analisados.

Axiomas:

Ax. 1 A— (B— A)
Ax. 2 (A-(B—-0)—=((A—=B)—= (A—=0))
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Ax. 3 (WA — —-B)— (B— A)
Ax. 4 O(A— B) — (DA — OB)
Ax. 5 OA — —-0-4

Ax. 6 0A— A

Regras:

Reg. 1 AL/ A— B+FB
Reg. 2 A— BFOA — OB

Reg. 3 A+ DA
Definigoes:

Df.1 AvB:=-A— B
Df. 2 AANB:=—=(-AV-B)
Df. 3 A—«B:=(A— B)AN(B— A)
Df. 4 OA:=-0-A4

Df. 5 A= B:=0(4 — B)

Df. 6 A« B:=(A= B)A(B= B)

Df. 7 O0"A:=0 ... OA
~~

'n'vezes

Df. 8 O"A:=0 ... OA
~~

'n'vezes

Df. 9 A="B:=0"A— B)
Df. 10 A<™ B:= (A="B)A (B =" A)
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Os seis sistemas modais sao definidos como se segue:

C2 = [Al - A4 ; R1, R2]

D2 = [Al - A5 ; R1, R2]

E2 = [Al - A4, A6 ; R1, R2]
T(C) = [Al - A4 ; R1, R3]
T(D) = [Al - A5 ; R1, R3]
T = [Al - A4, A6 ; R1, R3]

O célculo proposicional é definido como [Al - A3, R1] mais as definigoes
D1 - D3. Portanto o cédlculo proposicional classico aparece como subestru-
tura dos sistemas modais apresentados. Vale ainda observar que em ambos
os sistemas contendo A6 (E2 e T), A5 é dedutivel e nos sistemas T(C),
T(D) e T a regra R2 pode ser derivada. Portanto temos uma ordem de in-
clusao dos sistemas modais fracos , onde o sistema mais fraco pode ser visto
como subsistema de um sistemas mais forte. Tal relacao de ordem pode ser
ilustrada pela seguinte tabela:
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Figura 3: Tabela de inclusao dos sistemas modais fracos

Teorema 3.3.1. A regra R2 é derivada nos sistemas T(C), T(D) e T.

Demonstragao. 1. A — B Pr.
2. 0O(A— B) 1, R3.
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3. D(A — B) — (DA — DB) A4.
4. 0A — OB 2,1 R1.
O

Primeiramente estudaremos o sistema C2. Podemos explicar tal decisao
a partir do seu valor pratico pois os resultados obtidos neste sistema podem
facilmente ser estendido para os sistemas mais fortes. Por outro lado o
sistema C2 é o sistema considerado minimal da 16gica modal (embora alguns
sistemas mais fracos possam ser encontrados).
Abaixo sao apresentados alguns teoremas do sistema C2:
1) Fee O(ANB) < (DAAOB)
2) Feg O(AV B) < (CAV OB)
3) Foa O(AAB) — (CANCB)
4) Feo (DAVOB) — O(AV B)
5) Foo O"A — (B =" A)
6) Foo 0-4 — (A =" B
7) Foo (A="1" B) — (O"A =™ O"B)
) Foo (A ="M B) — (O"A =™ O"B)
9) Foo O"A (—\A =" A)
10) Feo O"A « ((B— B) =" A)
11) Foo (A =" B) < =O"(AN-B)
12) koo (A="T" B) — (B="C) =" (A="(C))

co

Os seguintes teoremas de D2 e E2 néo sao teoremas de C2 (chamaremos
estes resultados de (*)):

1) Fpa O(A —)A)
2) Fp2 O(A— A) - (A— A)

Um notével aspecto dos sistemas T(C), T(D) e T é resultado da regra
R3 que prefixa o operador O aos teoremas ja demonstrados.

Teorema 3.3.2. Se l_CQ(DQ,EZ) A, entao FT(C)(T(D),T) orA
Outro resultado interessante é o seguinte:

Teorema 3.3.3. Fp O(A — A) < (A — A)
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Uma caracteristica compartilhada por todos os seis sistemas visto mas
que nao aparece no sistema S2 é a possibilidade de substituicao de equiv-
alentes materiais no interior das férmulas. O proximo teorema ilustra esta
caracteristica.

Teorema 3.3.4. Para S € {C2,D2,E2,T(C),T(D), T}. Setg A < B,
entao Fg ...A... & ...B... (onde ...B... resulta de ...A... por substitui¢ao de
zero ou mais ocorréncias de A em ...A... por B)

Demonstracao. Prova: A prova se da por indugdo no tamanho de ...A...,
fazendo usos essenciais de R2 e R3.
O

3.3.2 Algebras e Matrizes

Qual é a relagao entre Algebras e sistemas modais? Sabe-se que existe uma
forte conexao entre o sistema de Lewis S4 e as algebras-fecho (cf. [Tar48al).
Uma conexao parecida acontece entre T e a generalizacao destas dlgebras-
fecho chamadas de élgebras-extensao (cf. [Lem60] e [Gol76]). Mas serd que
podemos ter um método geral para determinar em cada sistema modal qual
algebra deve estar relacionada?

Para estudarmos o sistema C2 usaremos uma outra generalizagdo de

algebra chamada simplesmente algebra modal (Para maiores esclarecimen-
tos sobre algebra ver [San81]).

Definicao 3.3.5. Uma estrutura A =< M,U,N,—, P > é uma dlgebra
modal sse M é um conjunto de elementos fechado sob as operagoes U, N, —
e P tais que:

(i) M é uma algebra Booleana com respeito a U,N e — (Ver [San81] para
definigao de élgebra booleana)

(ii) Para x,y € M,P(zUy) = Px UPy

Definicao 3.3.6. Nz :=—-P — =z
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Teorema 3.3.7. Em qualquer dlgebra Modal A =< M,U,N,—, P >:
(i) Para x,y € M, N(zNy) = NxznN Ny
Esta € uma propriedade sobre a dualidade de P e N.

(ii) Para x,y € M, se x <y, entao Px < Py e Nx < Ny (onde x <y
ssexUy=y ssexNy==ux

Monotonicidade da relacdo < com relagdo a P e N.

Demonstragdo. (i) N(zNy)=-P—(zNy)=-P(—2xU—-y)=—-(P -z U
P—-y=-P—-—a2n—-P—y=NznNNy.

(ii) Suponha x < y, ou seja, xUy = y. Portanto PxUPy = P(xUy) = Py,
dai Pz < Py. Por outro lado se x < y, entao x Ny = y e portanto
Nz NNy = N(x Ny) = Ny, logo Nz < Ny.

O

A seguir temos a apresentacao da relagao entre dlgebras modais e ma-
trizes.

Defini¢ao 3.3.8. Dada uma assinatura C, uma C-matriz é um par M =
< A,D >, onde A=< A,C > é uma algebra sobre C, e D C A. O conjunto
D é normalmente referido como o conjunto de valores designados de M. As
M-valoragoes de L(C) (L(C) é o conjunto de férmulas da linguagem sobre
C) s@o os C-homomorfismos v : L(C) — A.

Em geral uma algebra pode ser transformada em uma matriz se algum
subconjunto D de seus elementos é tomado como o conjunto dos elementos
designados. Portanto para cada dlgebra com uma cardinalidade N de ele-
mentos temos a possibilidade de construir 2V matrizes distintas.

Uma légica proposicional pode ser interpretada como matriz da seguinte
maneira: Tomamos as variaveis proposicionais de uma fbf da légica para
ser a imagem sobre os elementos da matriz. Interpretamos os conectivos da
légica como operagoes na (ou definiveis na) matriz; deste modo, cada fbf
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A contendo n varidveis proposicionais estd associada a uma (unica) fungao-
matriz f(4) de n varidveis.

Definicao 3.3.9. Dizemos que A é satisfeita por uma matriz sse, sob uma
dada interpretacao, o valor de f (4) para toda n-upla de elementos da ma-
triz permanece em D. Caso contrario dizemos que A é falsificada pela matriz.

Definicao 3.3.10. Um sistema S é satisfeito por uma matriz sse todos os
teoremas de S sao satisfeitos pela matriz.

Defini¢ao 3.3.11. Um sistema é caracterizado por uma matriz (ou uma
matriz é caracteristica para um sistema) sse as fbfs do sistema satisfeitas
pela matriz sao todas teoremas e apenas os teoremas deste sistemas.

Reciprocamente, dada uma assinatura apropriada (ou seja, um conjunto
de conectivos) e sua matriz-interpretacao, temos que cada matriz determina
uma logica proposicional a saber: a logica cujo os teoremas sao exatamente
a fbfs desta assinatura satisfeitas pela matriz sob a dada interpretacao. Esta
matriz também sera a matriz caracteristica para o sistema correspondente.

Mostramos a seguir como construimos uma matriz caracteristica para
uma dada légica proposicional.

Para qualquer légica proposicional L, seja Wi o conjunto de suas fbfs
(em termo dos conectivos ¢, ¢g, ..., ¢,), € Tr, 0 subconjunto de seus teoremas.

Teorema 3.3.12. (Lindenbaum) Seja L uma légica proposicional tal que
Ty, € fechada sob substituicdo de varidveis proposicionais. Entdo existe uma
matriz caracteristica M para L.

Demonstracao. Notemos que a matriz ndo precisa ser finita. Suponha que
L possua os conectivos i, ..., ¢, tais que ¢’ é a;-adico (1 < i < n). Para
os elementos da matriz tomaremos os membros de Wy, e para os elementos
designados os membros de T7,. Definimos, para cada ¢}* uma fungao-matriz
a;-adica ¢! como se segue: para wi, ..., wy, € Wi, consideramos c; (w1, ..., wy,)
igual as fbfs que resultam da aplicacdo do conectivo ¢}* as fbfs wi, ..., wq,.
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Seja My, =< W, Tr,c;, ..., ¢, >. Interpretando ¢ como ¢, é facil ver que
todos os teoremas de L sao satisfeitos por 9. De fato, suponha t € T},
entao qualquer valoragao dos argumentos de Wy para f(T) resulta como
valor simplesmente a instanciacao (por substitui¢ao) de t, que por hipétese
estd em T7. Reciprocamente se w ¢ Tp, entdao o valor de W estd fora
de T7, dado que estas valoracoes para estas varidveis consiste das varidveis
proposicionais apropriadas de w. Logo 9, é caracteristica para L.

O

O teorema 3.3.12 nos mostra como conseguimos obter uma matriz car-
acteristica a partir de uma légica proposicional cujo o conjunto de teoremas
¢é fechado para substituicdo de varidveis proposicionais. Como conseqiiéncia
temos o seguinte corolario.

Corolario 3.3.13. Existe uma matriz caracteristica para cada um dos sis-
temas C2, D2, etc.

Apresentamos acima um método geral de se conseguir matrizes carac-
teristicas para os sistemas. Todavia os resultados nao nos indicam as ma-
trizes que seriam mais interessantes para os nossos estudos. Usamos um
método que resulta em matrizes de Lindenbaum. Um sistema pode ter
muitas matrizes ndo isomérficas. A matriz mais interessante para trabal-
harmos a légica proposicional é aquela que resulta da algebra Booleana de
dois elementos (ou seja, a matriz da tabela de verdade).

As matrizes que mais nos interessam neste ponto sao estruturas M =<
M,D,u,N,— P > tal que D C M e U,N sao operadores diddicos, —, P
monadicos em M onde M é fechado para tais operagoes.

Definicao 3.3.14. Uma matriz 9 =< M,D,U,N,—, P > é propria sse
DCM.

Usaremos ainda as seguintes definigoes:
Definicao 3.3.15. z —» y:= -z Uy

Definicao 3.3.16. z <~ y = (x —» y) N (y — x)
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Definicao 3.3.17. Uma matriz M =< M, D,U,N, —, P > é regular sse:
(i) 9 é proépria;
(ii) D é ideal aditivo de M;
(iii) se z «» y € D, entao x = y.
(Um conjunto D C M é um ideal aditivo sse x € D,y € D =xzNy € D
exeDye M=xzUyeD.)

Os conectivos dos sistemas modais podem ser interpretados em termos
de operagoes nas matrizes. Por exemplo O é interpretado como N, os demais
conectivos sao interpretados da maneira usual, ou seja, V como U, A como
N, etc.

O proximo passo é mostrar como se constroi matrizes regulares a partir
das matrizes de Lindenbaum. Vimos que existem matrizes de Lindenbaum
para cada um dos seis sistemas estudados (C2, D2, E2, T(C) , T(D) e T).
As matrizes regulares sdo construidas a partir de matrizes cujo os elementos
sao classes de equivaléncia sob o operador « das matrizes de Lindembaum.
Partiremos entdo das seguintes definigoes:

Seja W o conjunto das fbfs dos seis sistemas estudados. Seja T o con-
junto dos teoremas de C2 (D2, etc.). Para A € W, considere E(A) = {B :
B < A €T} Seja V, A, —, < fungdes em W nas quais, para fbfs A, B € W,
formamos novas fbfs a saber: AV B,AAN B,—-B e OGA. Definimos ainda
novas fungoes Vi, A1, 71 e <1 sobre o conjunto de todos os conjuntos E(A)
da seguinte maneira:

E(A) vy E(B) = E(AV B)
E(A) A, E(B) = E(A A B)
1 E(A) = E(-A)

O1A = E(OA)

Chamamos de W; o conjunto de todos os conjuntos E(A) para A € W,
e T1 o conjunto de todos os conjuntos F(A) para A € T. Obviamente T}
possui apenas um elemento, dado que, para A, BT, A<~ BeT.

Finalmente, definimos uma relacdo ~ sobre W de forma que A ~ B
sse A — B € T (mostrar que ~ é uma relagao de congruéncia? isto é
uma conseqiiéncia do fato de que todos os seis sistemas possuem o céalculo
proposicional como base, junto com o teorema 3.3.4 visto acima). Estamos,
portanto, justificados em tratar a estrutura (W1, 71, V1, —1,<1) como uma
matriz; chamamos esta matriz de ;. Mostraremos abaixo que 9, é uma
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matriz caracteristica para C2 (D2, etc.).

Teorema 3.3.18. M = (M, {d},uU,N,—, P) é uma C2-matriz reqular sse
(M,U,Nn,—, P) € uma dlgebra modal e d = 1.

Demonstragao. Seja M = (M, {d},U,N, —, P) uma C2-matriz regular. Para
provar que (M,U,N, —, P) é uma Algebra Booleana, precisamos tomar um
conjunto de postulados para tais dlgebras e mostrar que estes sao satisfeitos
pela matriz. (ver The Elements of Mathematical Logic [Rosb50], A Course in
Universal Algebra [San81] e Algebraic Logic [Hal55]). Dos sete postulados
apresentados por Rosenbloom as provas da satisfacdo de Al, A6, A7 pela
matriz sao conseqiiéncias triviais do fato de 9 ser uma matriz. Para A2,
prova-se que Ny = y N como se segue: (AAB) < (B A A) é um teorema
de C2,dai z Ny < y Uz € {d} pois M é uma C2-matriz. Segue-se ainda,
de (iii) da Defini¢do 5 que z Ny = y Nx. A3, A4, A5 sdo conseqiiéncias
similares do fato de que C2 contém o céalculo proposicional classico, junto
com (iii) da Defini¢ao 5. Assim (M,U,N, —, P) é uma algebra modal. Visto
que (M,U,N, —) é uma Algebra Booleana, podemos considerar 1 = z U —z.
dado que Fgo AV —A, temos x U —x € {d}, ou seja, x U—x =d, dai d = 1.

Reciprocamente, seja 9 = (M,U,N, —, P) uma &lgebra modal. Dado
que (M,U,N,—) é uma &lgebra Booleana, é 6bvio que os esquemas A1-A3
sao satisfeitos por (M,{1},U,N,—, P). A func@o-matriz correspondente a
A4é —N(—zUy)U(—=NzUNy) = P(zN—y)J(P—zU—-P—y) = P((zN—y)U
—z)U—P—y = P(—2U—y)U—P—y = (P—zUP—y)U—P—y = P—zUl =1,
portanto o esquema A4 é satisfeito. Para R1, suponha x =1exz — y = 1.
Entdfoy = (zN—-2)Uy=(zUy) N(—zUy) =(1Uy)N1=1. Para R2,
suponha r — y=1. Entao —zUy =1¢e x <y, dai Nz < Ny pelo teorema
6 (ii). Assim No — Ny = —Nxz U Ny = 1. Assim (M, {1},U,N,—, P) é
uma C2-matriz. Que esta matriz é prépria segue-se do fato que (M, U, N, —)
é uma algebra Booleana e portanto contém ao menos 2 elementos. E ¢bvio
que {1} é um ideal aditivo de M. Finalmente, dado = < y = 1, x = y pela
propriedade encontrada nas algebras Booleanas, logo (M, {1},U,N,—, P) é

também regular.
O

O teorema 3.3.18 nos indica como obtemos uma dlgebra modal especifica
a partir de uma matriz regular e vice-versa (como obtemos uma matriz regu-
lar caracteristica a partir da dlgebra). Este teorema é uma generaliza¢ao do
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teorema 4 que aparece em An extension Algebras and the Modal System T
de Lemmon. O Teorema 3 do artigo de McKinsey Solution of the Decision
Problem for the Lewis systems S2 and S4, with an Application to Topology
tem este mesmo resultado para o sistema S2 e o teorema 10 deste mesmo
artigo o faz para o sistema S4 (cf. [Lem60] e [McK41] p. 120).

Em virtude deste teorema nao precisaremos mais distinguir a algebra
modal e a sua matriz correspondente que toma 1 como valor designado.

Para os demais sistemas devemos definir as dlgebras apropriadas. Por-
tanto:

Definicao 3.3.19. Uma algebra é dedntica sse, além de ser modal, satisfaz

o postulado:
(iv) P1=1

Definicao 3.3.20. Uma algebra é epistémica sse, além de ser uma algebra
modal, satisfaz o postulado:

(v) z < Px

Definicao 3.3.21. Uma &lgebra é normal sse, além de ser uma &lgebra
modal, satisfaz o seguinte postulado:

(vi) PO=0

Teorema 3.3.22. Toda dlgebra epistémica é também uma dlgebra dedntica.

Demonstragao. Por (v) nés concluimos 1 < P1. Como se trata de dlgebra
booleana temos P1 < 1, dai P1 =1, que é (iv).
O

O teorema acima assegura que os resultados obtidos para as algebras
epistémicas podem ser inferidos a partir das dlgebras dednticas.

Teorema 3.3.23. A matriz M = (M,{1},U,N,—, P) é uma D2- (E2-,
T(C)-, T(D)-, T-) matriz reqular sse (M,U,N, —, P) é uma dlgebra dedntica
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(epistémica, normal, normal dedntica, normal epistémica) e d = 1.

Demonstragao. Em geral a prova se segue do teorema 3.3.18 acrescentado
com as seguintes condi¢oes. Uma D2-matriz regular preenche a condicao (iv)
seguido do resultado (*) (2). Uma E2-matriz regular preenche a condigao
(v) seguido do resultado (*) (3). Uma T(C)-matriz preenche a condigao (vi)
seguido do teorema 4. Reciprocamente, dado (iv), No — Px = P—xzUPzx =
P(—xUz) = P1 = 1, desta forma o postulado A5 é satisfeito. Dado (v),
Ne -z=P—-zUzx=(—2xUP—z)Uz (desde que P—zx = -z UP —x)
=1UP —x =1, portanto o postulado A6 é satisfeito. Dado (vi), suponha
z=1. Entao Nx = —P —x = —P0 = —0 = 1, dai R3 ¢ satisfeito.

O]

O resultado acima completa a relacao entre algebras e matrizes. Para
cada dlgebra é possivel construir uma matriz regular adequada que identifica
os teoremas do sistema. Como cada matriz esta ligada a cada sistema légico
temos uma ponte entre a légica e a algebra. portanto, os resultados até aqui
obtidos nos dao a completude para os seis sistemas modais da seguinte formas:

Teorema 3.3.24. Foo(p2 g2, 7(C),1(D),1) A 85€¢ A € salisfeila por todas dlgebras
modais (dedntica, epistémica, normal, normal dedntica, normal epistémica).

Demonstragao. Em virtude do teorema 3.3.18 temos que C2 é satisfeito
por qualquer algebra modal; reciprocamente qualquer nao-teorema de C2 é
falsificado pela C2-matriz regular caracteristica deste sistema (ver teorema
3.3.12), e assim as dlgebras modais equacionam a férmula correspondente a
este nao teorema ao valor 0 (teorema 3.3.18). Os outros sistemas s@o casos

similares que usam os teoremas 3.3.23 e 3.3.12).
O

Portanto, podemos considerar o resultado acima como sendo um resul-
tado de completude algébrica para as légicas modais uma vez que mostra
que a semantica algébrica “identifica” os (todos) teoremas de um dado sis-
tema modal.

3.3.3 A propriedade dos modelos finitos

Mostraremos a seguir que os resultados obtidos acima nao sao alterados se
restringirmos o seu campo de atuagao para as algebras finitas. Mostraremos
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ainda que cada sistema possui a propriedade do modelo finito, ou seja, cada
nao-teorema A de cada sistema pode ser associado a uma matriz finita sat-
isfazendo o sistema e falsificando A. Dai poderemos também concluir que
cada sistema é decidivel.

Teorema 3.3.25. Seja 9 = (M,U,N, —, P) uma dlgebra modal (dedntica,
etc.), e seja ay,...,a, uma seqiéncia de elementos de M. Entao existe uma
dalgebra modal (dedntica, etc.) finita My = (My,Us,Ny, —1, P1) com no
mdzimo 22 elementos tais que:

(i) Para 1 <i<r, a; € M

(ii) Para x,y € My, x Uy y=x Uy

(i4i) Para x,y € My, x My=xNy

(iv) Para © € My, —x = —x

(v) Para x € My, tal que Px € My, Pix = Px

Demonstragao. Seja My o conjunto de elementos de M obtidos de P1,aq, ..., a,
por qualquer ntimero finito de aplicagoes de U,N e —. Um resultado ja con-
hecido da algebra booleana nos indica que haverao nao mais que 22" ele-
mentos em M;. Consideremos Uy, N1, e —1 iguais a U, N, — mas restritos a
M;. Temos que ¢é imediato o resultado para (i) a (iv). Para x € M, dizemos
que x é coberto por y sse y € M1, Py € My e x <y. Desde que P1 € M; e
também 1 € M; segue-se todo elemento é coberto por algum elemento. Se
x é coberto por ¥y, ..., Y, nés consideramos Pz = Py; N...N Py,, (uma vez
que Pix € Mp). Se x esté coberto por yi, ..., yn, entao z < y;(1 < i < n),
desta forma Pz < P; pelo teorema 3.3.7 (ii) e Pr < Pyx. Reciproca-
mente, se x € M; e Pr € My, entao = é coberto por si mesmo, pois
Pz = Pz N Py; N...N Pyy, onde yi, ..., Yy, sao os outros elementos que co-
brem z. Assim Pz < Pz. Estes resultados nos mostram que (v) é satisfeito.

Resta mostrar que se 9t é uma algebra modal, (dedntica, epistémica,
etc.), entdao My = (Mq,Us, N1, —1, P1) é também uma algebra modal (dednti-
ca, epistémica, etc.). O resultado geral para &dlgebras modal depende da
prova de Py (zUyy) = PizUy Piy. A provade PizU;y = PiaU; Piy pode ser
encontrada no artigo Solution of the Decision Problem for the Lewis systems
S2 and S4, with an Application to Topology, [McK41] p. 125. Para édlgebras
debnticas, precisamos mostrar que: dado P1 = 1, entao P11 = 1. Como
1,P1 € My, (v) se aplica e dai P11 = P1 = 1. Para &lgebras epistémicas,
precisamos mostrar que: dado x < Px, entao x < Pyx. Mas ja mostramos
que em geral Px < Pyz. Para &dlgebras normais, precisamos mostrar que:
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dado PO = 0, entao P,0 = 0. Como, se PO = 0, entao PO € M, temos (por
(v) novamente) P10 = PO = 0. Os demais casos sdo combinagoes dos casos

ja mostrados.
O

Teorema 3.3.26. Seja A uma fbf com r subformulas. Entao Fcoo(pa.etc) A
sse A é satisfeita por todas dlgebras modais (dedntica etc.) com, no mdximo,
22" elementos.

Demonstragdo. Se Fcoo(paete) A, entao, pelo teorema 3.3.24, A ¢é satis-
feito por todas algebras modais (deonticas, etc.). Reciprocamente, suponha
que A é um nao-teorema de C2(D2, etc.) com r subférmulas. Entao A
¢é falsificada com a matriz regular apropriada do teorema 3.3.12, a saber:
M= (M,{1},U,Nn,—, P). Sejam vy, ..., v, as varidveis proposicionais em A
e ai,...,an 0s elementos de M que sao associados a v, ..., v, € que falsifica
A. Suponha que, para esta funcao, os valores das subférmulas de A difer-
entes de vq,...,v, sao an + 1, ..., a,. Podemos assumir que tltima férmula
é a propria A, visto que: a, # 1. Como (M,U,N,—, P) é uma algebra
modal (dedntica, etc.) (teoremas 3.3.18 e 3.3.23), portanto pelo teorema
3.3.25 existe uma algebra modal (dedntica, etc.) My com, no maximo, 92!
elementos satisfazendo a cinco condi¢bes daquele teorema. Podemos con-
siderar (pela condigao (i)) a mesma fungao que associa ay, ..., a, a v, ..., Uy
na matriz M;. E claro que esta fungio associa os mesmos valores para A
(por (ii)-(v)) em My que s@o associados em M a saber: a, # 1. Logo A é
satisfeita por 901;.

O

Corolério 3.3.27. Os sistemas C2, D2, E2, T(C), T(D), T possuem a pro-
priedade do modelo finito, e sdo portanto decidiveis.

Corolario 3.3.28. Fco(pa ere) A sse A € satisfeita por todas dlgebras modais
(dednticas, etc) finitas.

3.3.4 Algebras e modelos

Generalizaremos abaixo a nocao de modelos kripkeanos. Mostraremos que,
em termos de diferentes estruturas, os teoremas naturais de representagao
podem ser obtidos com relagao as algebras vistas acima. Dados estes teo-
remas, os resultados de completude de tipo kripkeano sao conseqiiéncias
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diretas dos resultados de completude da secgao anterior.

Defini¢ao 3.3.29. Um enquadramento modal bissortido (e.m.b) é uma
tripla ordenada R = (K,Q,U), onde K é um conjunto nao-vazio de ele-
mentos, @ C K e U uma relacao binaria definida em K.

Intuitivamente, podemos pensar K como um conjunto de “estados possiveis”
e interpretar Uzy (Para x,y € K) como “y é possivelmente acessivel por x”
ou “y é um mundo visivel a x”, etc.

Para entender o papel do subconjunto ) é necessario lembrar que os
sistemas mais fracos C2, D2 e E2 nao possuem teoremas da forma OA e,
portanto, que sao consistentes mesmo se adicionarmos o esquema <A como
teorema (em pelo menos um mundo deverd valer —=A e, da mesma forma,
em pelo menos um mundo deverd valer =—A isto para qualquer A). De um
ponto de vista interpretativo, isto significa que podemos permitir a possi-
bilidade de mundos nos quais tudo é possivel (incluindo contradigoes), @
portanto, é um conjunto de mundos com essas caracteristicas (Este disposi-
tivo foi sugerido por Lemmon em conversa com Saul Kripke como podemos
constatar em [Lem66] p. 57).

Definigao 3.3.30. Dado um enquadramento modal bissortido ® = (K, Q, U),
definimos RT (a dlgebra em R), como (M,U,N, —, P), onde:

(i) M = pK

(ii) U,N, — sdo como as operagoes (da teoria de conjuntos) unido, inter-
seccao e complemento restritas a M.

(iii) Para Ae M, PA={z:Jy(ly € ANUzxy)Vz € Q}

Teorema 3.3.31. Se R é um enquadramento modal bissortido, entao R+ é
uma dlgebra modal.

Demonstragao. Que (M,U,N,—) é uma &algebra booleana é imediato da
condigao (ii) acima. Ainda, para A, B € pK temos:

P(AUB)={z:3y(ye AUBAUxy)Vz € Q}

={z:Jy(lye ANUxy)VIyly e BAUzy)Vz € Q}
={z:ylyec ANUzy) Ve e Q}U{z:y(y € BAUzxy)Vzx € Q}
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= PAUPB
Portanto 1 é uma algebra modal.

Seja () o conjunto vazio. Por (iii) é imediato:

Teorema 3.3.32. Na dlgebra de qualquer enquadramento modal bissortido:

(i) PO =Q
(ii)) Q@ C PA, para todo A.

Teorema 3.3.33. (Jdsson-Tarski) Qualquer dlgebra modal finita € isomorfa
a dlgebra de algum enquadramento modal bissortido finita.

Demonstragao. Seja 9 = (M,U,N, —, P) uma algebra modal finita. Entao,
pelo teorema de representagao de Stone, (M, U, N, —) é isomdrfico a algebra
de todos subconjuntos de um dado conjunto K. Seja ¢ este isomorfismo.
Para A C K, tomemos P'A = pPp_1A e Q = ¢(P0). Para z,y € K,Uxy
sse © € P'{y}. Seja R = (K,Q,U), que é evidentemente uma estrutura
modelo. Mostraremos que 9t é isomérfica a R+ sob . Seja P* a operagao
de possibilidade em Ry, ou seja, P*A = {z : Jy(y € AOANUzxy} Vz € Q}.
E obvio que ¢ é um isomorfismo com respeito a U,N e —, portanto resta
somente mostrar que ¢(Px) = P*(px).

Primeiro provaremos que para x € M, p(Pz) U Q = ¢(Px). Usando o
teorema 3.3.7 (ii), PO < Pz dai Pz U PO = Pz. Desta forma ¢(Px) =
o(Px U P0) = p(Pz) Up(P0) = ¢(Px) UQ, por definicao de Q. Agora,
considere um atomo a € M. Claramente pa é um conjunto unitario {u}
para algum u € K, e portanto temos:

P*(p(a)) ={z: Iy(y € {u} AUzy) Vz € Q}
={z:UzuVzeqQ}
={z:zxePuVvze@}

=¢(Pa)UQ

= ¢(Pa)

Qualquer elemento = € M pode ser representado na forma a; U ... U a,,
para atomos aq, ..., G.;,. assim para x € M:

o(Px) = @o(P(a1 U ...Up))
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(Pay U...U Pay,
Pay)U...U go(Pam)
“(p(ay ) U...UP*(p(ar))
(plar) U ... Up(am))
*(pla1U...Uap))
“(p(2))

Il
S

I
g BaviaviiaciyS

*

Logo, ¢ é também um isomorfismo com respeito a P.
O

O teorema de Jdsson-Tarski(outra versdao): Qualquer algebra booleana
com operadores é imersivel na dlgebra complexa dos seus ultrafiltros (ver
Algebraic Tools for Modal Logic [Ven0l]). Este teorema é semelhante em
termos de resultado ao teorema abaixo.

O resultado acima serve como argumento para o posicionamento de Bull
e Segerberg com relagdo & semantica algébrica para a légica modal (posi-
cionamento este mencionado na introdugao do presente trabalho). De fato,
ele mostra que a semantica algébrica possui caracteristicas desejdveis como a
decidibilidade. Isto acontece pois podemos focar a atencao sobre as dlgebras
modais finitas. Portanto os processos de “busca de valores” nao se transfor-
mam em buscas infinitas. Porém o resultado acima é referente ao caso geral,
isto é, a algebra modal. Resta-nos estender este resultado para os outros
sistemas.

Para os outros cinco tipos de dlgebras, precisamos de defini¢oes apropri-
adas sobre as correspondentes estruturas-modelo.

Definiremos um enquadramento modal bissortido dedntico como sendo
um enquadramento modal bissortido (K, Q,U) na qual U e @ satisfazem a
condigao:

() Para x € K,JyUzy ou = € Q.

um enquadramento modal bissortido epistémico é um e.m. (K,Q,U) na
qual U e Q satisfazem a seguinte condigao:

(¢) Para x € K,Uxx ou = € Q.
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((e) é claramente equivalente a condigdo de que U seja reflexiva em

K—Q).

Finalmente, definimos uma e.m. normal (e.m.n.) como umae.m. (K,Q,U)
na qual Q = (). Poderiamos pensar em e.m. de um e.m. normal como sendo
uma estrutura (K, U) ao invés de uma estrutura (K, Q,U): onde nao apare-
cem mundos “estranhos” (queer). Podemos reescrever a condigao (iii) para
a algebra sobre um e.m. normal do seguinte modo:

Para A € pK:

(iii) PA={z:3Jyly € ANUzy)}

De maneira similar, para uma algebra sobre um e.m. normal dedntica,
a condicao () pode aparecer na forma:

(0)’ para x € K, JyUzy

Para uma &algebra sobre um e.m. normal epistémica, temos a condicao
que U seja reflexiva. Assim as e.m. s normais epistémicas sdo idénticas com
o que Kripke chama de e.m. s normais.

Teorema 3.3.34. Se R € uma estrutura modelo dedntica (epistémica, nor-
mal, etc.), entdo R € uma dlgebra dedntica (epistémica, normal, etc.).

Demonstragao. Seja ® = (K,Q,U) um e.m. dedntica. Para se provar que
RT é uma 4lgebra deontica é suficiente, em virtude do teorema 3.3.31, provar
que PK = K. Mas PK = {z: Jy(y € K ANUxy)Vz € Q} = K por condigao
(8). Seja ® = (K,Q,U) um e.m. epistémica. Para se provar que R* é
uma algebra epistémica é suficiente mostrar que (dado o teorema 3.3.31),
para A C K, A C PA. Mas por (¢), para ¢ € A, Uzx Vx € @, dal
Jy(ly € ANUzxy)Vx € @, portanto z € PA. Seja agora R = (K,Q,U
um e.m. normal. Para provarmos que R é uma &lgebra modal devemos
(teorema 3.3.31), provar que P{) = (). Entretanto, por teorema 3.3.32 (i),
P( =@, mas Q = (). Logo, temos o resultado esperado.

O

O teorema acima, tal como estd apresentado, foi demonstrado original-
mente por Lemmon no artigo Algebraic Semantics for Modal Logic I (ver
[Lem66] p. 59). E interessante notar que no artigo An extension Algebras
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and the Modal System T [Lem60] Lemmon nao chega a fazer o teorema de
representacao para T parando no teorema que mostra a obtencao de matrizes
caracteristicas para o referido sistema. Podemos entdo mostrar o teorema
da representacao.

Teorema 3.3.35. Toda dlgebra dedntica (epistémica, normal, etc.) finita
é isomdrfica a dlgebra de algum e.m. dedntica (epistémica, normal, etc.)
finita.

Demonstragdo. Empregaremos a mesma terminologia e definigoes que foram
usadas no teorema 3.3.33. A prova do isomorfismo é como a prova anterior.
Resta, entao, mostrar que R é um e.m. deoéntica (epistémica, etc.). Primeiro
suponha que 91 é uma algebra dedntica. Dado que P1 = 1, pelo isomorfismo
eP*K = K ou {z : 3yUzyVz € Q} = K}. A condigao (§) se segue
imediatamente, e R é portanto um e.m. dedntica. Segundo, suponha que
I é uma dlgebra epistémica. Como para x € M,z < Px, pelo isomorfismo
¢, para todo A C A, A C P*A. Portanto, em particular para z € K, {z} C
P*{z}, dai x € P*{z}. Temos entdo que Jy(y € {x} ANUzy)Vzx € Q, e ()
segue-se imediatamente resultando no fato de que R é um e.m. epistémica.
Terceiro: suponha 9t uma &dlgebra normal. Dai PO = 0 e pelo isomorfismo
©(P*D) = 0. Por definigao Q = ¢(P0) = P*(¢(0)) = P*D, logo Q =0 e R é
um e.m. normal.

O]

Teorema 3.3.36. Foo(poere) A
(i) sse A € satisfeita por RT para toda e.m. R (e.m. déntica, etc.).
(ii) sse A € satisfeita por toda e.m. (e.m. dedntica, etc.) R finita.

Demonstragao. Se oo A, entao A é satisfeita por todas as dlgebras modais
(teorema 3.3.24), e portanto por R" para todas e.m. R (teorema 3.3.31).
Reciprocamente, se A é um nao-teorema de C2, entao existem &algebras
modais finitas falsifica quando esta férmula (teorema 3.3.26), e dai A é
falsificada por R+ para algum e.m. finita R (teorema 3.3.33). Os outros
casos sao provados com emprego dos teoremas 3.3.34 e 3.3.35.

O

Falta-nos agora um resultado que mostre a equivaléncia desta comple-
tude para com a completude seméantica (a0 modo de Kripke). Conseguiremos
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por conseqiiéncia direta do fato de que satisfatibilidade por " para um e.m.
R é equivalente a validade em R (no sentido kripkeano).
Em primeiro lugar, precisaremos de nogoes semanticas adequadas.

Defini¢ao 3.3.37. Um modelo para uma fbf A em um em. (K,Q,U) é
uma funcao binédria ®(v, k), onde v corresponde as varidveis proposicionais

de A e K aos elementos de K, cujo os valores se encontram no conjunto
{T, F}.

A funcao definida acima consiste de uma valoragao para cada varidvel
proposicional de A em cada mundo de K. Assim, nesta funcao ® cada
variavel estd associada a um conjunto de mundos de K. Este conjunto in-
dica quais os mundos onde a variavel em questao possui valor T. Da mesma
forma, cada mundo estd associado a um conjunto de varidveis a saber: as
variaveis que sao verdadeiras neste mundo.

Definicao 3.3.38. Uma extensdo unica de ®, ®'(B,k) (onde B é uma
subférmula de A) é uma funcao definida como se segue:

(i) Se B é atomica (isto é, uma varidvel), (B, k) = ®(B, k)

(ii) ®'(-C, k) =T sse ®'(C, k) = F

(iii) '(C — D, k) =T sse ®'(C, k) = F e/ou ®' (D, k) =T

(iv) (OC, k) = T sse ®'(C,1) = T para todos | € K tal que Ukl e/ou
k¢ O.

Como conseqiiéncia desta defini¢do, junto dom D1, D2 e D4, temos:
(v) @ (CVD,K)=Tsse ®(C,l) =T paraalgum | € K e/ou (D, k) =
T

(vi) ' (CAD,k) =T sse ®'(C,k)=T e (D, k) =T
(vil) ®'(CC, k) = T sse ®'(C, 1) para algum | € K tal que Ukl e/ou k € Q

Definigao 3.3.39. Dizemos que A é verdadeira em um modelo ®(v, k) para
[ € K em um modelo (K,Q,U) sse ®'(A,1) =T.
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Defini¢ao 3.3.40. Dizemos que A é vélida em (K, Q,U) sse A é verdadeira
em todos modelos ®(v, k) para todos [ € K em (K,Q,U).

Definigao 3.3.41. Dizemos que A é vélida sse A é vélida em todas e.m..

Definicao 3.3.42. Dizemos que A é D2- (E2, T(C)-, T(D)-, T-) valida sse
A é valida em todas e.m. deonticas (epistémicas, normal, normal deonticas,
normal epistémicas).

Dada uma fbf A qualquer e um modelo ®(v, k) para A em um e.m.
R = (K,Q,U), podemos definir em termos de ® uma valoragao ¢ (®) para
as variaveis vy, ..., v, de A a partir de R pela seguintes definigoes: V (v;) =
{r:xe KAN®(v,z) =T}1 <i<n),etp(P) = (V(v),...,V(vp,)). Recip-
rocamente, dada uma valoracao v = (Ay, ..., A,)(A4; C K) a partir de R*
para as n varidveis de A, podemos entao definir um modelo ®(¢)(v, k) ‘para
A em R, tomando ¢(¢)(v;,x) = T sse x € A;. Para qualquer valoracao 1
de R para as varidveis de A, e subférmulas B de A, seja Vy(B) o valor
associado para B em R para a valoracao .

Lema 3.3.43. (i) Seja A uma fbof e ®(v, k) um modelo para A em R =
(K,Q,U). Entio para todo x € K®'(A,z) =T sse x € Vy)(4).

(ii) Seja A uma fbf e b uma valorag¢ao para as varidveis de A a partir
em R para algum R = (K,Q,U). Entdio para todo x € K®(¢) (A,z) =T
sse x € Vy(A).

Demonstragdo. (i) Por indugao no comprimento de A. Se A é uma das
variaveis vy, ..., v, o resultado vale por definigao de ¥(®). Para o passo
indutivo, suponha que o resultado vale para B e C. Primeiro notamos que
pelos quantificadores 16gicos:

Vy(Uzy — @'(B,y) =T) < Vy(Uzy — y € V@) (B))

Agora suponha que A tem a forma B — C. Entao para todo =z € K:

®(B—C,z)=T « 9'(B,x
o w ¢ Vyw)(B) V z € V(@)(0)

(
<—>$€(—Vw( )( )UV¢ )( ))
<—>$€Vw(q>)( )
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Uma prova similar é obtida se A tem a forma —B. Suponha finalmente
que A tem a forma OB. Entéo, para todo x € K:

' (OB,z) =T « Vy(Uzy — ®(B,y) =T ANz ¢ Q
<= Vy(Uzy — y € Vy@)(B)) Az ¢ Q (por (1))
— T € Vw(cp)(DB).

A prova de (ii) é similar: notemos que o resultado vale para o caso onde
A é uma das variaveis vy, ..., v, pela definigao de ®(1)).
O

O principal teorema acerca da aproximagao entre algebra e semantica
pode agora ser enunciado:

Teorema 3.3.44. Seja R = (K,Q,U) um e.m., e A uma fbf qualquer.
Entao A € satisfeita por R sse A € vilida em R.

Demonstragdo. Seja A uma fbf satisfeita por R", e considere um modelo
®(v, k) para A em R. Entdo Vi) (A) = K, dai pelo lema (i) ®'(4,2) =T
para todo x € K. Assim A é valida em R. Reciprocamente, suponha
que A seja valida em R e considere uma valoragao 1 para suas variaveis.
Entao, para todo z € K, ®(¢))(A,z) = T, daf pelo lema (ii) para todo
z € Kz € Vy(A), portanto Vi, (A) = K e A é satisfeita por RT.

O

Corolério 3.3.45. Foopo p2ete) A sse A € vdlida (D2-vdlida, E2-vdlida,
ete.).

Demonstragao. Usando-se o teorema 3.3.36 (i), o teorema 3.3.44 e as definigoes
de validade obtemos o resultado de maneira direta. O

75



Capitulo 4

Semantica algébrica para
outros sistemas e para a
l6gica multimodal

4.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é generalizar os resultados obtidos no capitulo
anterior. Ao contririo da grande parte dos resultados do capitulo 3, os
resultados abaixo nao aparecem em nenhum dos trabalhos citados nesta
dissertacao.

Primeiramente apresentaremos, de maneira resumida, o contexto histérico
do desenvolvimento das logicas e de suas semanticas algébricas no século XX
para depois apresentarmos as demonstragoes formais propostas.

4.1.1 Contexto Histérico

Os primeiros trabalhos algébricos com intuitos logicos foram desenvolvidos
por George Boole em meados do século XIX. Em seu trabalho (e no de
outros algebristas do século XIX) a distingao entre uma linguagem formal
e uma semantica matematica rigorosa nao era delineado. Estes algebristas
faziam, na verdade, teorias algébricas e nao teorias da légica (ver Proposi-
tional Consequence Relations and Algebraic Logic [Jan06]).

Os trabalhos de Frege e Russsell introduziram uma perspectiva diferente
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no modo de se pensar e de se fazer a légica. Nestes trabalhos o sistema logico
é dado por uma linguagem formal e um célculo dedutivo (um conjunto de
axiomas e um conjunto de regras de inferéncia). Este par é comumente
chamado de sistema logico-dedutivo e as férmulas que podemos derivar a
partir dele recebe o nome de teoremas do sistema.

Os sistemas introduzidos por Frege e Russell foram os conhecidos sis-
temas da logica cldssica. Logo apds tais sistemas terem sido definidos
apareceram os sistemas conhecidos como nao-classicos. A primeira tentativa
realmente influente de se introduzir uma légica diferente da légica classica
foi feita dentro da tradicdo Frege-Russell de se apresentar um sistema de
dedugao logico sem qualquer seméantica. Tais sistemas ficaram conhecidos
mais tarde como sistemas de Lewis. Outro importante passo para a consti-
tuicao de sistemas nao-classicos foi a axiomatizacao da logica intuicionista
feita por Heyting em 1930 (Propositional Consequence Relations and Alge-
braic Logic [Jan06] p.1).

A idéia subjacente aos sistemas 16gico-dedutivos desenvolvidos por Frege
e Russell era a de que seus teoremas e dedugoes corresponderiam (intuitiva-
mente) as verdades légicas ou as dedugoes validas. A nogao de conseqiiéncia
l6gica nao era central nestes trabalhos. Este enfoque influenciou bastante
a maneira de se estudar e pesquisar légica (tanto a légica cldssica quanto a
nao-classica). Tarski foi quem reverteu este quadro recolocando o conceito
de conseqiiéncia légica (semantica e sintatica) numa posigao central em suas
pesquisas. A partir disto, a teoria geral da algebrizagao de légicas tem se
desenvolvido em torno deste conceito.

Os primeiros esforcos para o desenvolvimento de uma teoria geral da
algebrizacao das logicas pode ser encontrado nos estudos sobre a classe de
légicas implicativas (implicative logic) de Rasiowa (ver An algebraic approach
to non-classical logics [Ras74]) e na apresentacao sisteméatica de Wéjcicki das
investigagdes sobre a natureza geral da logica proposicional (ver Theory of
Logical Calculi: Basic Theory of Consequence Operations [W6j88]). Tais
esforgos seguem os estudos de Tarski, Lindenbaum, Lukasiewicz e outros
autores da primeira metade do século XX.
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4.2 O sistema G

O préximo passo deste trabalho é estender os resultados ji obtidos para
os sistemas G, G""P? e alguns sistemas multimodais. Para tal, usaremos
o método exposto acima usado por Lemmon em Algebraic Semantics for
Modal Logic I and II [Lem66]. Usaremos as principais defini¢oes e grande
parte dos teoremas apresentados no capitulo anterior

Definiremos a seguir o esquema de axioma G. Depois, dada a definicao
do esquema de axioma G passaremos para a definicao do sistema G. Re-
sumidamente, o sistema G é o sistema K mais o esquema de axioma G, ou
seja, o esquema derivado de G""P? quando todos os indices possuem valor 1.

Como ja vimos anteriormente (capitulo 1 do presente trabalho) o es-
quema de axioma G pode ser apresentado da seguinte maneira:

G: OOA — OCA

Este esquema é uma instanciagdo do esquema G™"P4 (chamado “inces-
tual” por Lemmon e Scott, nas “Lemmon Notes”). Lembrando que o es-
quema G"""P? esta definido neste trabalho como G™"P4 (ver capitulo 1):

GMPL OMmOM A — OPOIA

E interessante observarmos que todos os esquemas supracitados como
extensao de K sao casos particulares de G™"4. Desta forma T é o caso em
que: m,p,q = 0,n = 1; 4™ o caso em que m,q = 0,p =n+ 1; e 0 caso em
que: ¢ = 0,m,n,p = 1; e assim por diante.

definiremos agora um sistema que sera chamado de sistema G. Nomen-
clatura esta baseada no nome do esquema de férmula G™"P4. Para isto
usamos os axiomas ja mencionados anteriormente assim como as regras de
inferéncias definidas para os sistemas ja trabalhados (C2, D2, etc.).

O sistema G pode entao ser definido da seguinte forma:

Definicao 4.2.1. Seja G a seguinte formula: GO0A — OO A, ou seja, G é a
instancia do esquema G"""P? onde todos os parametros (m, n, p e q) recebem
o valor 1.

O sistema G é o seguinte sistema:
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G = [Al - A4, G; R1, R3|

Este sistema serd a base de nossa generalizacdo. A partir da demon-
stracao de completude, com relacao a seméantica algébrica, para tal sis-
tema é que poderemos fazer a demonstracao da completude, com relagao
a semantica algébrica, para todas os sistemas resultantes do acréscimo de
instancias do esquema G""P4 como axioma.

4.2.1 A algebra modal G

No capitulo 3 desta dissertacao definimos os principais elementos para se
trabalhar com uma seméantica algébrica para a légica modal. Vimos como
relacionar matrizes a essas dlgebras e como obter resultados semanticos im-
portantes a partir desta relagao. Usaremos abaixo o mesmo método utilizado
no capitulo 3 para obter os resultados para os sistemas G, G™"Y ¢ para in-
dicar a obtencao dos resultados para os sistemas multimodais.

Tomemos a definicao de dlgebra modal apresentada em 3.3.5 e definire-
mos abaixo a algebra do sistema normal G da seguinte forma:

Definicao 4.2.2. A &lgebra modal G é uma &lgebra modal normal (ver
defini¢ao 3.3.21) na qual vale:

NP —-xUNPx=1

Tentaremos mostrar a seguir como poderiamos conseguir uma seméantica
algébrica para o sistema G usando o método apresentado no capitulo 3 e
proposto por Lemmon [Lem66].

Comecaremos pela relagao entre as matrizes e o sistema G.
Usaremos o termo matriz para nos referirmos a uma estrutura tal qual

foi definida em 3.3.8. A definigoes 3.3.9, 3.3.10 e 3.3.11 também serdo de
suma importancia para a relagdo entre o sistema G e as matrizes.

Teorema 4.2.3. Se ¢ A < B, entao F¢ ...A... < ...B... (onde ...B... re-
sulta de ...A... por substituicdo de zero ou mais ocorréncias de A em ... A...
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por B)

Demonstragdo. Prova: A prova se dd por indugdo no tamanho de ...A...,
fazendo usos essenciais de R2 e R3.
O

O teorema acima confirma a possibilidade de substituicao por equiva-
lentes demonstraveis para o sistema G.

Os resultados do teorema 3.3.7 valem para a algebra G uma vez que
valem para qualquer algebra modal.

Usando o teorema 3.3.12 podemos estender o corolario 3.3.13 da seguinte
forma:

Corolario 4.2.4. Eziste uma matriz caracteristica para cada um dos Sis-

temas C2, D2, E2, T(C), T(D), T e G.

Seguindo o método de Lemmon, sabemos que o corolario acima nao é
suficiente para construirmos uma semantica algébrica interessante para o
sistema G. Precisamos de um resultado que especifique a matriz a ser rela-
cionada com este sistema. Esta matriz especifica tem que ser uma matriz
regular caracteristica para este sistema. Portanto precisamos do seguinte
resultado:

Teorema 4.2.5. o OC-AUOCA

Teorema 4.2.6. A matriz M = (M, {1},U,N, —, P) é uma G-matriz requ-
lar sse (M,U,N,—, P) € uma dlgebra G e d = 1.

Demonstragcao. A prova se segue do teorema 3.3.18 acrescentado com a
seguinte condicao: Uma G-matriz regular preenche a condicao NP — z U
NPz =1 seguido do resultado anterior. Chamemos a G-matriz de MMg. O
teorema 3.3.23 nos mostra como relacionar algebras e matrizes. Dai, pode-
mos relacionar uma algebra modal G a matriz regular caracteristica Mg.
Para tanto precisamos provar as duas parates do teorema acima.
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Primeiro: Matriz = Algebra.

(a) Suponha que a matriz M seja regular.

(b) A Matriz verifica os axiomas booleanos (pois o sistema G contém
a légica proposicional). O caso P(z Uy) = (Pzx U Py) foi mostrado ao se
provar o teorema para o sistema C2.

(c) d = 1 Vale (foi provado para o caso C2).

(d) NP — 2z U NPx =1 Vale pois b O0-AV OOCA

Segundo: Algebra = Matriz

(a) Os esquemas de axiomas A1-A3 sdo satisfeitos por (M, {1},U,N, —, P).

(b) A matriz-funcao de A4 também é satisfeita. O mesmo se dé para R1
(cf. [Lem66]).

(c) A regra R3:

seja x = 1.
Nz =—-P—2 =—-P—-1=—P0 = —0 (pois é normal PO =0),dai —0 =1

A funcao-matriz de G

NP —zUNPx

Mostraremos que esta funcao tem valor 1 na &dlgebra.
(i) N1=1

PO=0sse —PO0=—-0sse N-0=—-0sse N1=1
(ii) Suponha que NP —z =0

NP —x=0sse PNx =1, como PO =0 temos Nz = —0 sse Nz = 1,
como N1 =1 concluimos z =1
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(iii) Se = = 1 entao vejamos o que se dd no caso NPz

Px = —0pois x =1 dai Px =1 e portanto NPx =1 pois N1 = 1.
O

Pelo teorema teorema acima o sistema G possui uma matriz regular car-
acteristica tal que D possui apenas um elemento.

Aplicamos agora o teorema 3.3.24 (adaptado) a saber:

Teorema 4.2.7. Fcoo(p2 gk, p,1,c) A sse A € satisfeita por todas dlgebras
modais (dedntica, epistémica, normal, normal deéntica, normal epistémica)
e normal G.

Demonstragao. Pelo teorema 4.2.6 o sistema G é satisfeito por qualquer
algebra modal normal G. Reciprocamente, qualquer nao teorema de G é fal-
sificado pela G-matriz regular caracteristica de G (corolédrio 4.2.4 e definigao
de matriz regular caracteristica 3.3.11 e 3.3.17). e assim as dlgebras modais
normais G equacionam a férmula, correspondente a este nao teorema, ao

valor 0 (teorema 4.2.6).
O

Temos, portanto, a completude algébrica do sistema G.

4.2.2 A completude Algébrica para classe de sistemas G™"?

A seguir estenderemos o resultado obtido para o sistema G ao sistema G™"P4,
Usaremos para tal, ndo obstante, o mesmo método, ou seja, construiremos
uma matriz, uma matriz caracteristica e depois definiremos uma &lgebra a
partir desta matriz caracteristica. Tantos as matrizes como a dlgebra serao
baseadas no esquema de axioma G™"4, Para a obtencao da completude
generalizada para todos os sistemas da classe G™"PY provaremos o mesmo
teorema, central usado para os casos dos sistemas vistos anteriormente.

Uma das principais dificuldades para a obtencao desta prova é o fato
de estarmos tratando agora de um esquema de axioma no qual aparecem
parametros. Esses parametros sao interpretados como iteragoes de oper-
adores modais de um mesmo tipo. Assim, uma férmula na qual o oper-
ador de necessidade é iterado a ele mesmo cinco vezes (é necessario que é
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necessario que é necessario...etc) é representado da seguinte forma:
Y|

O nosso esquema G™"P? possui uma forma generalizada para estes parametros.
Portanto, para uma prova sobre a classe de sistemas precisaremos de resul-
tados gerais.

Nosso objetivo é obter um resultado sobre uma classe de sistemas e nao
sobre um tnico sistema, para tanto iremos definir tal classe.

4.2.3 A classe de sistemas G™""P4

A classe de sistemas G"""P? pode ser definida como sendo um conjunto de
sistemas que contém K mais uma instancia do esquema G™"P4. Como ji
vimos anteriormente tal esquema pode ser apresentado da seguinte maneira:

GMPL OMOMA — OPOIA

Todos os sistemas modais até agora apresentados fazem parte desta classe
(com excec@o dos sistemas nao normais). O sistema minimal K é um caso
interessante no qual todos os parametros recebem valor zero. Os demais
casos ja foram observados anteriormente.

Para a definigao da classe de sistemas modais G™"P? usaremos os axiomas
ja mencionados anteriormente assim como as regras de inferéncias definidas

para os sistemas ja trabalhados (C2, D2, etc.). A classe de sistemas modais
G4 pode entao ser definida da seguinte forma:

Definicao 4.2.8. G™"1 = {Al — A4, G™™P1; R1, R3}VYm,n,p,q € N

Onde N é o conjunto dos ntimeros naturais.

4.2.4 A algebra modal G

Definiremos a classe de algebras com relagaos a classe de sistemas modais
G""P4 da seguinte forma:
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Definicao 4.2.9. A classe de &lgebras correspondentes aos sistemas da
classe G™"P1 ¢ formada pelas algebras modais normais nas quais vale:

N"P™ —zUNPPigy =1

Onde férmula N P™ — x U NP P9z representa a generalizacao da fungao
matriz da classe de férmulas que sao tomadas como axioma para os sistemas

da classe G™™P4,

A prova de completude para todos os sistemas de tal classe segue a
mesma estrutura das provas para os sistemas vistos anteriormente. Temos,
porem, que provar alguns resultados gerais.

Teorema 4.2.10. Fam.npq OMOM=AV OPOIA

Demonstragdo. A prova de segue-se de modificagoes simples no axioma G™"P4
e de regras modais generalizadas. O

Teorema 4.2.11. N"P™ — x U NPPigx =1

Demonstragao. A prova de (ii) depende de alguns resultados que mostraremos
mais abaixo.

O

Teorema 4.2.12. Para qualquer dlgebra modal normal vale: N™1 =1 para
n € N (conjunto dos niumeros naturais).

Teorema 4.2.13. Para qualquer dlgebra modal normal vale: P™0 = 0 para
m € N (conjunto dos nimeros naturais).

As provas dos dois teoremas acima sao simples. Basta usar o método de
inducao sobre os parametros.

Como o sistema base, ou seja K, é um dos sistemas ja visto, temos apenas

que estender a prova da completude algébrica deste sistema para a classe
G4, Para isso € necessario e suficiente provar a seguinte equacao:
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N"P™ — ¢ U NPPlx = 1 para cada uma das instancias m,n,p,q € N

Prova:

Se N"P™ — x =1 nao temos que verificar coisa alguma.

Suponha N"P™ — x = 0. Usando 4.2.12 e 4.2.13 temos —P"N™z = 0.
Portanto N™x = 1 pois P™0 = 0 por 4.2.13. Concluimos disso que = = 1.

Agora temos que ver dois casos:

(1) NPPix =1

(2) NPPix =0

O caso (1) é trivial. J& o caso (2) temos: Plx = 0 pois NP1 = 1 dal
x = 0 pois P20 = 0 o que contradiz x = 1 portanto vale (1).

O resultado acima nos da a completude algébrica para classe dos sis-
temas modais normais G""P4.

4.3 A semantica algébrica para os sistemas multi-
modais G(a, b, c, d)

A seguir definiremos alguns conceitos que seriam fundamentais para a demon-
stracao de completude algébrica para os sistemas multimodais normais da
classe G(a, b, ¢, d) (& maneira como Lemmon fez para os sistemas fracos).
Entretanto nao faremos a demonstracao de completude para tais sistemas
deixando este problema como proposta para trabalhos futuros.

Se olharmos o presente texto como parte de um projeto de generalizacao
dos resultados algébrico-semanticos para a légica modal, poderemos propor
os seguintes trabalhos. Primeiro, a partir dos resultados acimas:

(a) definir todos os sistemas da classe G™™? que nao sao normais;

(b) mostrar a completude (ou incompletude) algébrica de todos os sis-
temas modais nao-normais da classe G™"PY;
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(c) definir 1égicas multimodais normais e ndo-normais e suas respectivas
algebras e

(d) demonstrar a completude (ou incompletude) algébrica dos sistemas
multimodais normais e nao-normais.

Com relagao ao item (a), bastaria usarmos as definigoes aqui contidas
sobre algebras normais e generalizar as algebras modais para os casos em
que nao vale a definigao 3.3.21.

Com relagao ao item (b), os casos gerais seriam, a principio, mais com-
plicados que os do caso normal uma vez que usamos o fato de que PO = 0
para fazer a demonstracao de completude.

O item (c) pode ser dividido em dois subitens. O primeiro seria com
relacao a definicado de sistemas multimodais nao-normais. Este pode ser
facilmente executado. Basta construirmos sistemas multimodais tais como
os definidos acima onde nao valem a regra de necessitagdo multimodal,
substituindo-a pela regra mais fraca similar a regra (R2) ou regra 2 dos
sistemas fracos monomodais definidos no capitulo 3. O segundo subiotem
trata da definicao de dlgebras multimodais. A principio poderiamos pen-
sar tais dlgebras como ABO (élgebras booleanas com operadores) com mais
de um operador. Tais operadores poderiam ser indexicados tendo assim
um ponto de partida para se pensar as demais definigcoes e os resultados
algébricos para tais sistemas. Portanto, estruturas algébricas multimodais
seriam do seguinte tipo:

Am = <M7U)m7_71)B€I>

Onde M seria uma algebra booleana com relagao aos operadores U, N e
—, A™ seria algebra multimodal em questdo e para cada Picy e z,y € M
teriamos:

Pi(xUy) = PxU Py
A etapa mais dificil do projeto acima definido seria, portanto, demon-
strar a completude algébrica dos sistemas multimodais ndo-normais. A com-

pletude algébrica dos sistemas modais normais G(a, b, ¢, d) parece (conjec-
tura) ser algo parecido com a completude para a classe de sistemas G™"P4.
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Por fim poderiamos pensar uma classe de sistemas multimodais parcial-
mente normais e parcialmente nao normais de tal forma que alguns oper-
adores Pjcr fossem normais enquanto outros nao.
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Capitulo 5

Mundos possiveis versus
semantica algébrica: o
impacto filoséfico de uma
semantica algébrica para a
l6gica modal

5.1 Introducao

Neste capitulo abordaremos a construcao filoséfica do conceito de mundo
possivel e a semantica algébrica para as légicas modais de um ponto de
vista filoséfico. Analisaremos criticamente a semantica dos mundos possiveis
e mostraremos os ganhos e perdas que uma semantica algébrica teria com
relacao a filosofia.

5.2 Os conceitos modais e os mundos possiveis

5.2.1 Questoes ontoldgicas preliminares

E bastante usual encontrarmos o conceito de ‘mundos possiveis’ quando
lemos um livro ou um artigo de filosofia analitica contemporanea. Isto acon-
tece, nao somente na metafisica analitica, mas em areas bem diversas da
filosofia como por exemplo a filosofia da linguagem, a filosofia da ciéncia,
epistemologia e ética. O conceito de mundos possiveis é muito util dentro
da filosofia contemporéanea e isto é de comum acordo entre os filésofos. Ha,

88



porém, um desacordo com relagao & interpretacao propria deste conceito. Se-
gundo certas teorias, existe uma pluralidade de mundos possiveis. Um destes
mundos é o nosso mundo atual, ou seja, nds e 0 nosso universo fisico a nossa
volta. Os outros mundos sao meras possibilidades contendo meramente seres
possiveis tais como cavalos alados e pedras falantes (ver Concrete Possible
Worlds de Phillip Bricker [Bri] e On the Plurality of Worlds de David Lewis
[Lew86]). A dificuldade com relagao ao conceito de mundos possiveis estd na
tentativa de conciliar a ontologia concernente & aceitacao da existéncia destes
conceitos com as idéias basicas da légica. Entre estas idéias basicas esta a
de nao comprometimento ontolégico. Um dos responsaveis por tal critério
foi o filésofo austriaco Alexius Meinong (1853-1920). Meinong defendia que
o fato de podermos pensar objetos que nao existem indicaria uma classe de
objetos com uma existéncia mais “fraca” que a existéncia dos objetos atu-
ais. Entre os fil6sofos que defendiam a consisténcia da teoria meinongiana
dos objetos podemos citar Terence Parsons e Roderick Chisholm. Outros
filésofos, porém, passaram a defender que tal teoria seria de muita utilidade
(e. g. Karel Lambert). A existéncia conforme esta teoria é uma propriedade
do objeto tal como sua cor. Meinong afirma que podemos dividir os objetos
em trés categorias com relacao a sua ontologia:

Existentes (Existenz, verbo: existieren): realidade atual (Wirklichkeit)
que denota a existéncia material e temporal de um objeto.

Substanciais (Bestand, verbo: bestehen): que denotam a existéncia nao-
temporal de um objeto.

Dados (estar ai) (Gegebenheit, como no uso em Alemao de es gibt, i.e.
h4, estd dado) denota ser um objeto e nao possuir existéncia.

As concepgoes de Meinong fizeram ressurgir um certo platonismo den-
tro do pensamento logicista. “Por Platonismo, compreende-se, em geral, a
concepgao filosdfica que afirma a existéncia de entidades abstratas, ou seja,
entidades que nao sao materiais, como objetos fisicos, nem espago-temporais,
como eventos ou processos, nem mentais, como representacoes ou sentimen-
tos.” [Ima05] A seméantica dos mundos possiveis é bastante coerente com
tal idéia. Russell parece aderir a este tipo de pensamento quando defende
a subsisténcia de proposicoes e conceitos. Assim como Meinong e Moore,
Russell concebe proposicoes como complexos nao lingiiisticos e nao mentais,
independentes do sujeito cognitivo e lingiiistico.
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A questao sobre a existéncia de objetos nao atuais é semelhante & questao
da existéncia de objetos meramente universais e nos faz lembrar a discussao
medieval entre realistas e nominalistas. Segundo Guido Imaguire em seu
artigo O Platonismo de Russell na metafisica e na matemdtica [Ima05],
Russell sera o responsavel por fazer uma passagem do tipo de pensamento
mais platonico para um pensamento mais reducionista (diferente do nomi-
nalismo) com rela¢ao & ontologia subjacente das teorias em légica. Em tal
artigo temos uma anélise do surgimento e da superacao do Platonismo (tal
como o desenvolvido por Meinong) em B. Russell, tanto na sua filosofia da
matematica como na sua metafisica. Primeiramente o artigo apresenta os
argumentos que levaram Russell a aderir ao chamado “Platonismo Proposi-
cional” - posi¢do que serd tecnicamente relevante na definicdo de ntmeros.
Na secao seguinte deste artigo, discute-se até que ponto a teoria das de-
scrigoes definidas determina, necessariamente, uma adesao ao nominalismo,
e as dificuldades que surgem para o logicismo conseqiientes do abandono
do platonismo. Finalmente, mostra-se como a posicao madura de Russell
caracteriza-se mais como um reducionismo do que propriamente como um
nominalismo, e como este é fundado no principio do minimo vocabulario.

Apés 1905 Russell passa a fazer concessoes ao platonismo. No seu tra-
balho The Problems of Philosophy (1912) Russell atribui aos universais
diddicos (relagbes) um tipo de ser diferente do ser atribuido as coisas ma-
teriais e do ser da consciéncia e dos “sense data”’. Ele afirma ainda que
a doutrina das idéias de Platao é uma das teorias com maior sucesso para
explicar tal tipo de ser. A posicao madura de Russell é, por conseguinte,
intermedidria entre o platonismo e o nominalismo. A decisdo acerca de um
minimo vocabuldrio tem a ver com a decisao sobre a subsisténcia ou nao de
um determinado universal e se da a partir de uma analise 16gico-semantica.
Conforme o exposto no artigo de Imaguire um vocabulario para uma deter-
minada teoria é dito minimo quando ele satisfaz duas condigbes: (1) nenhum
termo do vocabulario pode ser definido com auxilio dos outros termos do
vocabuldrio; e (2) todas as proposicoes da teoria podem ser formuladas com
todos os termos do vocabuldrio, mas nao com apenas um subconjunto dele.

“um vocabulario com os termos pai, filho, tio, primo etc.
poderia ser reduzido ao vocabuldrio progenitor. Na filosofia da
matematica a teoria das descrigoes torna possivel construir um
vocabulario minimo légico que nao contenha os termos “classe”,

(AP

0” ou os numerais. A existéncia de uma entidade x nao pode ser
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consistentemente negada por uma determinada teoria se o termo
que denota x pertence ao vocabulario minimo desta teoria. Em
Russell estd, portanto, a origem do famoso principio de com-
prometimento ontolégico de uma teoria, reafirmado por Quine.”
(Guido Imaguire, O Platonismo de Russell na metafisica e na
matemdtica [Ima05] p. 24)

Portanto, a partir das propostas inferidas das teorias de Russell sobre
as descrigoes tivemos um certo conflito entre o platonismo inicial e o re-
ducionismo (mais pragmaético).

Ao aplicar o principio acima ao problema dos universais podemos con-
cluir que os universais nao sao expressos adequadamente em qualquer que
seja a teoria. Isso se da pois alguns termos universais seriam expressos
por termos que nao sao nomes proprios légicos. Segundo Russell, Hume e
Berkeley nao perceberam isso porque ignoraram em suas analises os univer-
sais diddicos ou relacionais.

Todavia, Russell ndo se compromete com uma rejei¢ao definitiva dos uni-
versais. O argumento é o seguinte: a tese nominalista de que os universais
sao meros nomes nao é sustentavel, afinal, se um termo geral é aplicavel a
X e a y, entao, mesmo ignorando o fato de que x e y devem partilhar um
universal comum, deve subsistir entre x e y uma relagao de semelhanca, e,

entao, no minimo, esta relagao é um universal.

Quine criticou o argumento acima. O termo “é similar” deveria aparecer
como valor de uma varidvel quantificada, caso contrario nao haveria nenhum
comprometimento ontolégico com uma entidade abstrata correspondente.
Dai pode-se falar de uma semelhanca entre x e y sem com isso haver um
comprometimento com a existéncia de tal semelhanca. Para nominalistas
como Quine tal argumento de Russell é um argumento falacioso.

Russell, ainda que tenha “semantizado” a ontologia com seu principio
do minimo vocabulédrio, nao concordaria com a semantizagao radical pro-
posta por Quine. Mesmo sem quantificar existencialmente sobre o predicado
diddico da semelhanga, a predicabilidade verdadeira de um termo geral aos
termos que denotam x e y sé pode ser justificada se x e y forem ontologica-
mente similares. A similaridade tem um fundamento in re. Existem varias
maneiras de tratar o debate acima com relagao aos mundos possiveis. E é
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isso que serd apresentado abaixo. Analisaremos a proposta da semaéantica
algébrica como sendo uma alternativa para se justificar a légica modal per-
ante uma critica do tipo quineana. Com relacao a este primeiro item pode-
mos notar que a semantica algébrica responde bem a tais criticas uma vez
que supera a idéia de compromisso ontologico. Além disto, esta semantica
nao faz mencao a mundos possiveis. Dessa forma podemos supor seu com-
prometimento ontolégico como sendo semelhante ao da légica proposicional.

5.2.2 O tipo de verdade e os mundos possiveis

O conceito de verdade que se relaciona ao de mundos possiveis pode ser
dividido em duas classes: ‘verdade categorica’ e ‘verdade modal’. A verdade
categorica descreve como as coisas sao (factualmente). A verdade modal
descreve como as coisas poderiam ser ou como elas deveriam ser (o que é
possivel e o que é necessario) (ver [Kri63]). A verdade categérica podem ser
testadas empiricamente. Podemos por exemplo verificar empiricamente se
no mundo atual uma determinada mesa é feita ou nao de madeira. Isto nao
se d& quando passamos para as proposi¢oes modais. Neste caso os conceitos
modais transcendem os conceitos categdricos. Os conceitos modais sao prob-
lematicos numa perspectiva que os categéricos nao sao, no seguinte sentido.
Nao ha um teste empirico que verifique se uma mesa é necessariamente feita
de madeira ou nao. Através da observacao podemos descobrir apenas as
propriedades categéricas dos objetos, nado suas propriedades modais (ver
[Hum80]). Portanto, seria um problema para os empiristas tratar dos con-
ceitos modais, uma vez que estes defendem, de um modo geral, que todo
nosso conhecimento tenha como origem nossos testes empiricos ou nossas
percepgoes sensiveis. Em todo o caso (independentemente de sermos em-
piristas ou nao) os conceitos modais sdo um tanto misteriosos. Nao parece
que tais conceitos facam parte da constitui¢do do nosso mundo atual. O
que fazer diante disto? poderiamos tomar uma posicao eliminativista com
relagdo aos conceitos modais? Poderiamos considerar os conceitos modais
como sendo ininteligiveis? Como atribuir valores 1légicos as proposigoes
modais? Como raciocinar com proposigoes modais? (cf. From a Logical
Point of View [Quib3| e The Philosophical Significance Modal Logic [Ber60])
Se quizermos salvar uma boa parte do que foi feito em filosofia analitica
nas ultimas décadas devemos aceitar de alguma forma que as proposigoes
modais sao significativas. Desta forma, torna-se latente uma pesquisa fi-
loséfica que analise as proposigoes modais tal como providenciar condigoes
de verdade para estas proposicoes sem que estas condi¢Oes invoquem mais
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modalidades. A seméantica algébrica neste caso pode ser uma saida. Para tal
tipo de semantica as proposi¢oes modais sao vistas ainda como proposicoes
categéricas. Ao considerarmos tal seméntica, as respostas com relacao as
questoes eliminativistas a respeito das logicas modais passam a ser negati-
vas. A semantica algébrica portanto pode ser vista, a partir deste aspecto,
como sendo uma maneira de justificar a existéncia de tal logica para os
empiristas mais radicais (como por exemplo Quine). Em nosso trabalho,
podemos fazer um paralelo entre duas perpectivas: uma metafisica e outra
epistamica. Neste caso a verdade categorica estaria no ambito da perpec-
tiva metafisica enquanto que a semantica dos mundos possiveis seriam visto
como a perspectiva epistémica do ponto de vista modal.

Os problemas levantados acima nos sugerem uma solugao bem natural,
a saber: tais problemas podem ser tratados se encontrarmos uma maneira
de traduzir proposicoes modais em proposigoes correspondentes categoricas.
De fato, as proposi¢coes modais podem ser parafraseadas por proposigoes
categoricas (usando o conceito de mundos possiveis) da seguinte maneira.
Por exemplo: se, ao invés de ‘é possivel a existéncia dos unicérnios’, us-
armos a seguinte proposicao, ‘em algum mundo possivel os unicérnios ex-
istem’. Noutro caso, ao invés de: ‘é necessario que os seres humanos se-
jam animais’, usarmos: ‘em todos os mundos possiveis todos os seres hu-
manos sao animais’. Quando usamos tais parafrases, os operadores modais
‘possivel’ e ‘necessario’ tornam-se quantificadores existenciais e universais
respectivamente. Estas parafrases sao algo mais do que pressuposicoes
ontoldgicas. Elas s@o maneiras de analisarmos proposi¢oes modais. Con-
seguimos, deste modo, uma espécie de reducao das proposicoes modais as
proposigoes categéricas (ver A Theory of Conditionals de Robert Stalnaker
[Sta68] e Counterfactuals de David Lewis [Lew73]). A introducao do con-
ceito de mundos possiveis porém, nos trazem mais perguntas do que re-
spostas. O que sao os mundos possiveis? Qual a sua natureza e como eles
se relacionam ao nosso mundo atual?

Segundo os filésofos que aceitam a existéncia de mundos possiveis temos
a seguinte divisdo acerca da natureza destes (mundos possiveis): eles podem
ser abstratos ou concretos. Usaremos os termos ’abstrato’ e ’concreto’ de-
liberadamente. Todavia, existem quatro formas diferentes de se caracterizar
a distingao abstrato/concreto (ver On the Plurality of Worlds [LewS86]).

(C1) Por meio de exemplos: Mundos (tipicamente) possuem partes que
sao paradigmaticamente concretas, tais como cavalos, elétrons e planetas.
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(C2) Por meio de combinagao: Mundos sdo particulares e ndo universais;
sao individuos e nao conjuntos.

(C3) Por negatividade: Mundos nao possuem partes que estao em relagoes
causais espago-temporais com um outro mundo.

(C4) Por meio de abstracoes: Mundos sao completamente determinados;
eles nao sao abstragoes de quaisquer coisas.

Chamaremos mundos de ’concretos’ se eles satisfazem todas as quatro
condigoes listadas acima. O ’espago 16gico’ serd a denominacao do conjunto
de mundos concretos. Os objetos contidos no espago l6gico (os mundos e
suas partes concretas) sao chamados ’'possibilia’.

De certa forma podemos pensar os mundos possiveis concretos como
sendo grandes planetas dentro do mundo atual. Dois mundos concretos nao
possuem objetos concretos em comum (os mundos nao se sobrepoem). As-
sim, usamos a idéia de contraparte para nos referirmos a existéncia de um
objeto concreto em um mundo possivel diferente do atual. Por exemplo: ao
invés de dizermos que um objeto é azul em um mundo possivel e amarelo
em outro dizemos que sua contraparte neste outro mundo é amarela. Es-
tas contrapartes sao objetos qualitativamente semelhantes ao objeto atual e
desempenham o papel do objeto do mundo atual no mundo possivel. Esta
perspectiva sobre os objetos dos mundos possiveis nos leva ao conceito de
modalidade de re. As modalidades sao ditas de re quando atribuem pro-
priedades modais ao objeto [ver Lewis 1968]. Podemos pensar os mundos
possiveis de um modo diferente ao que foi exposto acima. De certa forma os
mundos possiveis concretos nao podem ser pensados como grandes planetas
no mundo atual, pois eles nao tem relagoes espaco-temporais com estes. Os
mundos possiveis concretos sao, portanto, empiricamente inacessiveis. Con-
tudo, o fato destes mundos serem empiricamente inacessiveis ndo exclui uma
acessibilidade cognitiva a eles. Acessamos outros mundos através de nossa
representacao mental e lingiifstica do modo como as coisas poderiam ser.

Os filésofos denominados realistas com relagao a existéncia de mundos
possiveis consideram que existéncia e existéncia atual nao coincidem. Eles
defendem que ‘existir’ e ‘possuir algum tipo de ser’ sdo coextensivos. Assim
é possivel pensar em um mundo que contém contrapartes de objetos com
caracteristicas bem distintas dos objetos atuais. Se dizemos que Pégasos nao
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existe nao estamos negando a existéncia de mundos possiveis no qual Pégasos
exista. Dal, assercoes ordinarias verdadeiras sobre a nao existéncia de certos
objetos nao contam como pontos negativos para o realismo com relagao a
mundos concretos. E facil notar que a existéncia de mundos possiveis deixa
de ser uma questao se a légica modal é sustentada semanticamente por uma
semantica estritamente algébrica. Tal discussao passas a ser portanto uma
discussao sobre um outro campo da filosofia (o contetido da imaginacao e
suas caracterizagoes ontolégicas possiveis por exemplo) e ndo mais sobre o
significado de proposi¢oes modais.

Definiremos o ponto de vista Lewisiano com relagao a modalidade como
sendo a andlise das modalidades em termos de mundos possiveis concre-
tos e suas partes. As seguintes teses sdo caracteristicas do ponto de vista
Lewisiano.

(1) Nao existem modalidades primitivas
(2) H4 uma pluralidade de mundos possiveis concretos
(3) Atualidade é um conceito indexical

(5) A modalidade ’de re’ deve ser analisada em termos de contrapartes
e nao por identidades através dos mundos.

5.2.3 Modalidades nao primitivas

A rejeigao das modalidades primitivas é uma idéia central do ponto de vista
Lewisiano. E esta rejeicdo que motiva a introducao de mundos possiveis.
Temos ainda, a partir desta rejeicdo, a motivagao para tomar estes mundos
possiveis como sendo concretos. A suposicao de que os mundos possiveis se-
jam entidades abstratas tem como conseqiiéncia, de uma forma ou de outra,
o aparecimento de modalidades primitivas. Portanto, tal idéia é bastante
rejeitada por Lewis.

O que seria uma modalidade nao primitiva? Alguns autores tomam o
conceito modalidades nao primitivas a partir de trés teses (ver [Bri]) .

(i) A interpretacao de modalidades nao primitivas como uma tese de so-
breposicao
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Dizemos que quando proposicoes de um tipo x se sobrepoem a proposigcoes
de um tipo y, a verdade ou falsidade da proposicao resultante sera deter-
minada pelo valor de verdade das proposicoes de tipo y. Assim os mundos
possiveis se sobrepoem as sentencas categoricas contidas neles. Desta forma,
quando dois mundos possiveis diferem macroscopicamente, eles também
diferirao microscopicamente. Os fatos macroscépicos nao variam de mundo
para mundo independentemente dos fatos microscopicos. Do ponto de vista
algébrico tal sobreposicao parece néao ter sentido. A seméantica das proposicoes
modais nao depende de qualquer tipo de arranjo de objetos transcendentes
aos objetos da prépria algebra como ocorre com mundos possiveis.

(ii) A interpretagao de modalidades ndo primitivas a partir do que Lewis
chama de principio de recombinacao

A formulacao inicial deste principio é: ”anything can coexist with any-
thing else, and anything can fail to coexist with anything else”” [Lew86].
Esta definicao pode ser entendida a partir de suas duas partes (metades) da
seguinte forma:

A primeira metade (anything can coexist with anything else): quando
temos duas ou mais coisas, possivelmente de mundos diferentes, estas poderao
ser tomadas juntas em um tnico mundo dentro de algum arranjo permitido
por suas formas e/ou tamanhos. De acordo com este principio, vistos que
mundos nao compartilham objetos, o que acontece é a existéncia de dupli-
catas ou contrapartes dos objetos lado a lado em um tnico mundo e nao
a existéncia dos proprios objetos neste mundo singular. A segunda metade
(anything can fail to coexist with anything else): quando duas coisas dis-
tintas coexistem em um mundo, haverda entdao um outro mundo no qual a
duplicata ou contraparte de um existira sem a duplicata ou contraparte do
outro.

Segundo Lewis, o principio de recombinacao pode ser visto como ex-
pressao da idéia Humeana de que nao existem conexoes necessarias entre
existentes distintos (ver [Lew86], p. 87). Porém, apenas a segunda parte do
principio estd de acordo com a idéia humeana da nao existéncia de conexoes
necesséarias entre existentes distintos. A primeira parte do principio de re-
combinacao estd de acordo com a negacgao de exclusdes necessdrias entre
objetos possiveis. Uma maneira alternativa de capturar a idéia de que nao
ha conexdes necessarias entre objetos distintos é pensar a sobreposigao do
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modal sobre o categdrico, o que estaria mais préximo da intencao de Hume.
Podemos de certa forma concluir que a seméntica algébrica nao pode dar
conta deste tipo de caracterizacao das modalidades primitivas. E neste
caso a semantica dos mundos possiveis parece ser ainda a mais adequada.
Esta adequagao se d4 quando pensamos a idéia humeana da nao existéncia
de conexdes necessarias como objeto de formalizagao a partir das légicas
modais. Porém, tal fato sugere mais um ponto em favor da tese de se consid-
erar a semantica dos mundos possiveis como sendo a contraparte epistémica
da logica modal. De fato, a idéia de Hume recai sobre um aspecto de sua
epistemologia e deste modo é de se esperar que o uso da semantica dos mun-
dos possiveis seja a mais adequada para expressa-la.

(iii) O principio de modalidades nao primitivas se aplica apenas a in-
dividuos

Segundo a concepgao de que o principio de modalidades nao primitivas
se aplica apenas a individuos nao podemos nos referir a conjuntos. Conjun-
tos, como sao concebidos ordinariamente, possuem uma conexao necessaria
com seus membros. Um conjunto nao sé existe de acordo com seus membros
como sao definidos a partir deles. Por outro lado, individuos nao existem
sem que exista o seu unitdrio (singleton), o conjunto que tem este individuo
como unico membro. Esta qualificagdo é problematica para Lewis uma vez
que sugere a aplicagao do principio de recombinagao apenas a dominios con-
cretos.

5.2.4 Ha uma pluralidade de mundos possiveis concretos

Comegaremos esta se¢do com uma pergunta: os mundos possiveis concretos
existem?

Quais as teorias que poderao nos dar uma resposta a esta pergunta?
Os estudiosos que tratam da teoria dos mundos possiveis concordam que
estao comprometidos com a busca de uma teoria que seja “a melhor e mais
completa teoria” sobre os mundos possiveis. Ser a melhor teoria nada mais
é do que ser a mais verdadeira, simples, unificada, economica, etc. e que
possua alguma utilidade pratica. Pensaremos entao a construcao de uma
teoria que tenha como propdsito discutir a questao da existéncia dos mun-
dos possiveis. € interessante notar que as caracteristicas listadas acima vao
de encontro aos aspectos da semantica dos mundos possiveis. Os termos
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“simples, unificada, econémica” estdao mais de acordo com uma seméantica
de tipo algébrica. Tendo em vista a discussao sobre os aspectos ontolégicos
das légicas modais acima (as criticas quineanas por exemplo) podemos notar
que o comprometimento ontoldgico das semanticas algébricas estao mais de
acordo com a nocao de “melhor teoria”.

5.2.5 O conceito indexical de atualidade

Abordaremos agora a nogao de atualidade e as principais questoes que se
relacionam a esta nogao. Do ponto de vista Lewisiano, apenas mundos mer-
amente possiveis possuem existéncia. Portanto, de acordo com este ponto
de vista, nada existe como atualidade e assim podemos definir esta con-
cepcao como possibilista (em oposigao ao atualismo). Esta é uma concepgao
bastante anti-intuitiva. Como os Lewisianos acreditam que apenas mundos
concretos meramente possiveis existam, eles nao aceitam que haja uma iden-
tificagdo entre o atual e o concreto. A atualidade, neste caso, nao poderia
ser nem mesmo uma propriedade qualitativa, uma vez que os objetos atuais
possuem duplicatas qualitativas em mundos meramente possiveis. O que se-
ria entao a atualidade? Qual a diferenca entre objetos atuais e contrapartes
meramente atuais?

Lewis opta por uma posicao deflacionista com relacao aos objetos atu-
ais. Para ele nao ha diferenca fundamental entre as propriedades das coisas
meramente possiveis e as propriedades das coisas atuais. Porém, a frase “eu
sou um objeto atual”, no sentido de que nao sou uma mera possibilidade, é
uma sentenca verdadeira tal como a sentenca “Eu estou aqui”. Isto se d&a
pelo fato de que ‘aqui’ significa o lugar de proferimento da palavra, ou seja,
seu contetudo semantico muda de acordo com o contexto. Com o conceito de
atualidade temos algo parecido. O termo ‘atual’ significa (em portugués) o
mundo possivel concreto no qual a palavra ‘atual’ aparece. Desta forma, o
conceito de atualidade tem uma estrutura indexical e relativa. Como exem-
plo, duas contrapartes diferentes em mundos possiveis distintos poderiam
dizer “eu sou atual”. Estes dois proferimentos seriam verdadeiros mesmo
sendo meramente possiveis entre si. Sendo ‘a’ a contraparte em wj e ‘b’ a
contraparte em ‘w), e supondo que exista algum tipo de acesso de w; a wo
diriamos que ‘a’ é meramente possivel a ‘b’ e vice-versa. Em todo caso, ‘a’
é atual e ‘b’ também o é, isto com relagao a si proprios. Podemos ainda
pensar a atualidade enquanto relacao binaria. Neste caso ‘... é atual a ...’
seria uma relagao reflexiva. De fato podemos intuitivamente considera-la
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como sendo simétrica e transitiva também. Dai a atualidade pode ser vista
como uma relacao de equivaléncia onde suas particoes definiriam mundos
possiveis concretos.

Lewis nao faz uma distingao ontoldgica entre um objeto e suas contra-
partes em termos de atualidade e possibilidade. O que seria atual do ponto
de vista Lewisiano? Se olharmos para a concepcao de mundo de Lewis
poderemos notar que “ser atual” expressa a propriedade de estar relacionado
espaco-temporalmente ao contexto em que a palavra “atual” foi proferida.

A concepcao de Lewis de atualidade ndo é muito intuitiva. Robert
Adams parece observar isto na seguinte passagem:

“We do not think the diference in respect of actuality be-
tween Henry Kissinger and the Wizard of Oz is just a diference
in their relation to us”

(Theories of Actuality [Ada74] p. 215).

Lewis defende a relatividade do conceito de atualidade argumentando
que, se este fosse um conceito absoluto, nao haveriam condigoes para deter-
minar a atualidade de quaisquer objetos e assim, nem mesmo a atualidade
de uma pessoa que proferisse a frase “eu sou atual” poderia ser considerada
verdadeira. Pois, se alguma contraparte desta pessoa também proferisse a
mesma sentenca nao haveria nenhuma diferenca qualitativa para se decidir
pela atualidade de uma e nao de outra. Uma outra situacdo que podemos
tomar como exemplo é a seguinte: suponha um objeto ‘a’ em um mundo w;
e a contraparte de ‘a’ (chamaremos esta contraparte de ‘c’) em ws. A tnica
diferenca entre os objetos de w; e suas contrapartes em wo é a posicao de
um elétron em uma estrela de uma constelacao distante. Como poderiamos
entao determinar qual das duas contrapartes é atual a nés uma vez que nao
existe acessibilidade epistémica a diferenga entre os mundos (cf. Paracon-
sisténcia, modalidades e cognoscibilidade [CL03]. Como poderfamos deter-
minar se nosso mundo é o wy, ou 0 wy, ou nenhum destes? Desta forma,
que sentido tem a palavra atual se nao podemos determina-la, ou melhor,
nao ha como compreendé-la epistemicamente? Assim nos resta aceitar que a
atualidade seja um termo indexical, em outras palavras, um termo que tem
seu significado definido apenas a partir do seu contexto de proferimento.
Poderiamos, por fim, multiplicarmos os mundos indistinguivelmente atuais
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de tal forma que a ontologia subjacente a esta teoria seria insustentavel-
mente inflada. Lewis conclui ainda que aceitar a idéia de mundos possiveis
concretos juntamente com a nocao de atualidade absoluta tém como con-
seqiiéncia o ceticismo sobre a atualidade (a nao possibilidade de se ter acesso
epistémico ao que é atual). Porém, seria absurdo aceitar que nada é ou pode
ser atual. Portanto, a negacao da nocao de atualidade como sendo absoluta
é tomada como uma solugao para este problema e dai a conclusao de que a
atualidade é um conceito indexical.
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Capitulo 6

Conclusao

Analisaremos abaixo o valor da semantica algébrica com relacdo ao desen-
volvimento da filosofia analitica. Tomaremos este desenvolvimento a partir
de sua ligacdo com as questoes das logicas modais do ponto de vista do
desenvolvimento de sua formalizacao contemporanea. Comecaremos pela
questao do interesse filoséfico sobre as logicas modais e a relagao entre este
interesse e a semantica para tais logicas.

(1) O desenvolvimento da légica modal nao seria de menor in-
teresse para a filosofia se as semanticas algébricas tivessem sido
completamente desenvolvidas antes da semantica de Kripke:

Vimos acima que a semantica de Kripke é de fato uma semantica ade-
quada com relagao a metaldgica das légicas modais. Porém, filosoficamente,
a semantica dos mundos possiveis pode trazer muitos problemas. Questoes
metafisicas tornam-se intratdaveis do ponto de vista desta semaéantica e a
filosofia transfere os problemas seméanticos para o campo da ontologia. A
semantica algébrica parece desempenhar um importante papel para o trata-
mento de tais problemas. O fato da nao haver mencao a mundos possiveis
anula a maioria das criticas feitas a l6gica modal com relagao a sua ontologia
subjacente.

(2) O Desenvolvimento das seménticas algébricas poderia ter
acontecido no séc. XIX apéds os trabalhos de Schroder, Boole, etc

(ver[Kne63]):

De fato grande parte do instrumental algébrico usado ja havia sido de-
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senvolvido no final do século XIX. Tanto que a primeira tentativa de se for-
malizar os conceitos modais (com Hugh MacColl) foi por meios algébricos.
Desta forma, se tal projeto tivesse sido levado a sério poderiamos nos encon-
trar hoje em um estagio bem mais avangado com relacao ao desenvolvimento
destas légicas.

(3) A légica modal em seu estdgio inicial, ou seja, tal como foi
tratada por Aristételes, ja estaria madura para ser interpretada
algebricamente. Tal semantica poderia ter sido desenvolvida com
recursos do inicio do sec. XX (50 ou 60 anos antes de Kripke) (ver
[Mac06]):

Como foi apresentado no inicio deste trabalho (ver Capitulo 1, segao
1.1), a ldgica modal aristotélica é quase que totalmente constituida por
formulas que remetem ao esquema G""P4 com excecao da logica da con-
tingéncia. Demonstramos acima que todos os sistemas modais da classe
G4 possuem uma semantica algébrica adequada. Concluimos, portanto,
que grande parte da logica modal aristotélica poderia ter sido algebrizada
no inicio do século XX.

Mostramos acima que o presente trabalho tem como um de seus objetivos
comprovar a importancia de uma consideracao mais respeitosa com relacao
a semantica algébrica para a légica modal. Poderiamos portanto pensar
melhor uma maneira de considerar tal semantica no ambito filoséfico. Seus
resultados, como foram mostrados, sao adequados.

A partir da década de trinta tivemos um considerdvel avango sobre o en-
tendimento formal do significado das modalidades. Os trabalhos de Jonsson,
McKinsey e Tarski na década de quarenta permitiram a construcao dos re-
sultados de completude algébrica para os sistemas modais. Estes resultados,
porém, nao receberam a devida atencao. Na década de cinqgiienta, Kripke
propoOs uma semantica interessante para estes sistemas. Tal seméantica, hoje
conhecida como semantica de Kripke ou semantica dos mundos possiveis,
causou um grande impacto no ambito da filosofia analitica. Os artigos es-
critos por Lemmon na decada de 60 tém por objetivo apresentar uma sintese
destas duas semanticas. Um interessante resultado mostrado nestes artigos
é que a completude semantica pode ser deduzida de resultados algébricos
por meio de um teorema central. Um dos resultados mais surpreendente e
interessante do trabalho do Lemmon é o teorema da representacao (original-
mente demonstrado por Jénsson e Tarski). Esse teorema de representagao
para a légica modal tem como conseqiiéncia a conexao entre o ponto de
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vista algébrico e o ponto de vista da semantica dos mundos possiveis (ou
semantica de Kripke). O objetivo inicial do presente trabalho era estender
este mesmo resultado algébrico para os sistemas da classe “G™"P4” proposta
por Lemmon e Scott nas “Lemmon notes”. No capitulo anterior analisamos
os aspectos filoséficos de tal representacao algébrica. Para isso, argumen-
tamos que as semanticas algébricas para as légicas modais devem servir
de base para respostas as diversas criticas filoséficas direcionadas ao de-
senvolvimento da légica modal. Mostramos, por fim, como que a semantica
algébrica, sendo uma semantica que nao usa o conceito de mundos possiveis,
pode ser considerada 1til por defensores do antirealismo modal.

Os problemas que aparecem até aqui a partir da tentativa de se defender
a existéncia concreta de mundos possiveis sdo incontdveis. A semaéantica
algébrica para a légica modal poderia portanto ser vista como uma alterna-
tiva para grande parte destes problemas. Principalmente com relagao a estes
ultimos (os problemas que surgem da consideragao da atualidade como um
conceito indexical). A partir de uma semantica algébrica poderiamos seguir
o caminho inverso ao que foi apresentado. Nao seria preciso sustentar uma
ontologia inflada com relagao a atualidade uma vez que nao estariamos mais
tratando de mundos possiveis e portanto nao haveria qualquer compromisso
ontolégico com respeito a tais conceitos.

Citamos, no inicio deste trabalho, o texto de Boécio (e a explicagao so-
bre o acaso, atribuida neste texto, & Aristételes). A interpretagdo destes
escritos sugere a nao existéncia metafisica de mundo possiveis, mas apenas
(de alguma forma) a existéncia epistémica destes. O presente trabalho estd
em conformidade com tal ponto de vista, uma vez que podemos pensar a
semantica algébrica das légicas modais como o componente metafisico cor-
respondente a tais légicas (ver Interactions of metaphysical and epistemic
concepts [CLOT7]).

Como existe, formalmente, uma “ponte” entre a semantica dos mun-
dos possiveis e a semantica algébrica (pelo teorema da representacao para
algebras booleana com operadores, mais especificamente para as algebras
modais) concluimos que as légicas modais captam de alguma forma a possivel
adequagao entre mente (epistémico) e mundo (metafisico) com relagao as
modalidades. Sendo assim, de certa forma, temos agora uma explicagao a
mais do porqué da importancia dada a légica modal no ambito da filosofia
analitica.
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